George Boolos: Godel mésodik nemteljesséqi tételének igen révid magyarazata

(in: Mind 103 (1994): 1-3.)

Eldszor is, ,,bizonyitottnak lenni” szdmomra azt jelenti, hogy ,,bizonyitottnak lenni a
matematika egésze altal”. Mint jol tudjuk, ketté meg kettd az négy. Es természetesen
bizonyithatd, hogy ketté meg kettd az négy (vagyis bizonyithatdé a matematika egésze altal,
habar a kett6 meg Kkettd esetében persze nincs sziikség a matematika egészére annak
bizonyitasahoz, hogy az négy). Talan ez mar nem annyira vilagos, de az is bizonyithat6, hogy
bizonyithaté, hogy kettd meg ketté az négy. Es az is bizonyithat6, hogy bizonyithato, hogy
bizonyithat6, hogy ketté meg kettd az négy. Es igy tovabb. A helyzet az, hogy ha egy allitas
bizonyithato, akkor az is bizonyithat6, hogy az allitas bizonyithat6. Es még ez is bizonyithato.

Kettd meg kettd az nem 6t. Es bizonyithatd, hogy ketté meg ketté az nem &t. Es
bizonyithatd, hogy bizonyithatd, hogy kettd meg kettd az nem 06t, és igy tovabb.

fgy tehat: bizonyithato, hogy ketté meg kettd az nem 6t. Vajon bizonyithaté az is,
hogy kettd meg ketté az 6t? Hogy finomak legyiink, nagy csapas lenne a matematikara nézve,
ha ez bizonyithatd volna. Ha bizonyithatd volna, hogy kettd meg kettd az 6t, akkor az is
bizonyithatd volna, hogy az 6t az nem 6t, és akkor nem 1étezne egyetlen olyan allitas sem,
amelyik ne volna bizonyithat6, vagyis a matematika egy rakas siiletlenség volna.

Ezért akarjuk megkérdezni: bizonyithatd-e, hogy nem bizonyithato, hogy ketté meg
kett6 az 6t? Meré dobbenet: nem bizonyithatd! Pontosabban: ha bizonyithatd, hogy nem
bizonyithatd, hogy ketté meg kettd az ot, akkor az is bizonyithato, hogy kettd meg kettd az 6t,
¢s ekkor a matematika nem mas, mint egy rakas siiletlenség. Valdjaban ha a matematika nem
egy rakas siiletlenség, akkor nem bizonyithaté egyetlen olyan formaju allitas sem, hogy ,,az X
allitas nem bizonyithato™.

Vagyis amennyiben a matematika nem egy rakas siiletlenség, Ggy, bar az nem
bizonyithatd, hogy ketté meg kettd az 6t, de az sem bizonyithaté, hogy nem bizonyithato,
hogy ketté meg kettd az ot.

Mellesleg ha mar itt tartunk, akkor elarulom: igen, bizonyithatd, hogy ha bizonyithato,
hogy nem bizonyithato, hogy ketté meg kettd az 6t, akkor bizonyithato, hogy kettd meg kettd
az ot.

,.Barcsak megmagyarazna ezt a magyarazatot!”

Ha a matematika egésze formalizalhato egy szokasos felépitésii formalis elméletben,
mint ahogy azt fel fogjuk tenni (bar ez nem kis feltevés), akkor 1étezik a (z elmélethez tartozo)
nyelvben egy olyan, az elmélet (,,mint” formalis elmélet) megfeleld leirasabol nyerhetd
formula: Proof(X, y), amelyik teljesiti e harom feltételt:

(1) ha |—p, akkor —aop,
(i)  F—(@@P—>0q) —>(op—>0q)),és
(i)  —(op — ogp)

a nyelv minden p, g mondatara. A ,,0p” azt roviditi, hogy IXProof(x, pr), ahol rp1 a p mondat
egy standard reprezentacidja a nyelvben. (p' lehet példaul a p mondat Godel-szamanak
szémjegye.) ,—" azt jelenti (a mi nyelviinkben), hogy ami utdna kovetkezik, az ,,az
elméletben bizonyithatd™. ,,Proof(X, y)” egy olyan (az elmélet nyelvén kifejezett) formulat
jelol (a mi nyelviinkben), amelynek eldallitasa megfelel a ,,... bizonyitdsa -nak az
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a nyelvben egy op mondat, mely tulajdonképpen azt mondja ki, hogy a p az elméleten beliil
bizonyithato.

Az (1), (ii) és (iii) feltételeket Hilbert-Bernays-Lob-féle levezethetdségi feltételeknek
nevezik; minden olyan ésszerli formalis elmélet teljesiti ket, amelyikben az aritmetika egy
bizonyos kis része bizonyithato.

Minthogy az elmélet standard, benne a nyelvének minden tautoldgiaja bizonyithato,
valamint a bizonyithat6 kijelentések minden logikai kovetkezménye is bizonyithato.

Ebbdl kovetkezik, hogy minden p,  mondatra

(iv)  ha|—(p — Q), akkor — (op — 0Q).

Ugyanis: ha |— (p — q), akkor (i) alapjan — o(p — Q); de (ii) szerint |— (o(p — Q) —
(op — o0Q)), tehat a modus ponens alkalmazéasaval — (op — 0Q).

1 az a nullaargumentumu igazsagfiiggvény, amelyik minden kiértékelés mellett hamis.
Természetesen L egy ellentmondés. Kés6bb majd észre kell venniink, hogy (—-q — (0 — 1))
egy tautoldogia. Ha | nem tartozik a nyelv primitiv szimboélumai koéz¢é, akkor barmely
elvetendé mondattal definidlhatjuk, példaul azzal, amelyik kifejezi, hogy ketté meg ketté az
ot.

L segitségével kdnnyen kifejezhetjiik az elmélet konzisztenciajat: 7/ 1, azaz | nem
bizonyithatdé az elméletben. A nyelv azon mondata, amelyik az elmélet konzisztenciajat
allitja, =0 L alakunak vehetd, mely azonos azzal, hogy —3xProof(X, n ).

Immar bebizonyithatjuk Gédel masodik nemteljességi tételét, amely azt allitja, hogy
amennyiben az elmélet konzisztens, Uigy a nyelv azon mondata, amelyik az elmélet
konzisztenciajat allitja, nem bizonyithatdo az elméletben — csakigy, mint azt a tételt, mely
szerint a masodik nemteljességi tétel bizonyithaté az elméletben (,,formalizalt masodik
nemteljességi tétel”).

A diagonalizalasi eljaras segitségével, melyet Godel vezetett be ,,A formalisan
eldonthetetlen kijelentésekrdl...” cimii irdsaban, taldlhaté egy olyan p mondat, amelyik
ekvivalens az elméletben azzal a kijelentéssel, hogy p bizonyithatatlan az elméletben, vagyis
egy olyan mondat, hogy

l. —p<«< —op

2. f—=p—>-—0op 1-bél igazsagfiiggvény szerint

3. —op—o-op 2-bél (iv) alapjan

4. —op—>oop (iii) alapjan

5. ——op—>@p—l1) tautologia

6. —o—-gp—->o(@mp—>1) 5-bél (iv) alapjan

7. —o(@Ep—>1l)—>(cop—>ol) (i1) alapjan

8. —op—>ol 3,6, 7, és 4-bol igazsagfiiggvény szerint
9. ——oLl—>p 8 és 1-bol igazsagfliiggvény szerint
10. —o—o Ll —>aop 9-bdl (iv) alapjan
Il.——ol—>—-o0-ol 8 és 10-bdl igazsagfiiggvény szerint.

(Mindvégig elhagytuk a legkiils6 zarojeleket.)
fgy ha |— —o L, akkor mind |— —o—o L, mind (11), és (i) alapjan — o—o L,
ahonnan, a propozicionalis kalkulus alapjan, — L. Tehat ha -~ L, akkor /~ —o L.



