Analizis és szintézis

Az Un. heurisztika roviden szdlva egy specidlis tudomdanyag azok szdmara, akik az altalanos elemek attanulmanyozasa utdn meg akarjak szerezni bizonyos
geometriai problémak megoldasanak a képességét, mint példdul a vonalak megszerkesztése. Ennek a tudomanyagnak egyben ez az egyetlen haszna. A
heurisztika harom ember munkaja: Eukleidészé, az Elemek szerz6jéé, a pergai Apollénioszé, és az id6sebb Arisztaioszé. A heurisztika az analizis és szintézis
mddszereivel dolgozik.

Az analizisben abbdl indulunk ki, amit bizonyitani kellene; elfogadjuk, mintha mar igazoltuk volna, kovetkeztetéseket vonunk le bel6le, majd
kovetkeztetéseket vonunk le a kovetkeztetésekbdl, mindaddig, amig el nem ériink egy olyan ponthoz, amelyet mar a szintézis kiinduldsi pontjaul
hasznalhatunk. Az analizisben ugyanis lgy tesziink, mintha mar megtalaltuk volna, amit keresniink kell. Feltessziik a kérdést, hogy milyen eredménybdl
lehetne a kivant eredményt levezetni; majd ismét feltessziik a kérdést, hogy milyen el6zménybdl lehetne azt az el6zményt levezetni, és igy tovabb, mig végil
el6zményrdl el6zményre attérve, végil is valamilyen mar ismert vagy igaznak elfogadott allitasra bukkanunk. Ezt az eljarast analizisnek vagy forditott irdnyu
megoldasnak nevezziik.

A szintézisben azonban megforditva, abbdl a mar ismert vagy igaznak elfogadott allitasbél indulunk ki, mely az analizis végpontja volt. Ebbdl vezetjik le azt,
ami az analizisben ezt megelGzte, és addig-addig kovetkeztetlink visszafelé, mindig egyet visszafelé |épve, mig nem sikeril elérniink a kivant tételt. Ezt az
eljarast szintézisnek vagy egyenes iranyd megoldasnak nevezziik.

Analizis azonban kétféle van: az egyik a bizonyitoé feladatok analizise, ennek célja az igaz tételek megindokoldsa; a mdsik a meghatarozé feladatok analizise,
ennek az ismeretlen fellelése a célja.

Bizonyitd feladat esetén egy vildgosan megfogalmazott tételt kell bebizonyitanunk vagy megcafolnunk. Ezért végignézzilk a kovetkezményeit, majd a
kovetkezmények kovetkezményeit stb., mignem eljutunk egy olyan allitdshoz, melyrél mar hatarozottan tudjuk, hogy igaz-e vagy hamis. Ha igaz, akkor az
eredeti tétel is igaz lesz, feltéve, hogy az 6sszes kovetkeztetéseink megfordithatdk, és a bizonyitas az analizis l1épéseit jarja végig forditott sorrendben. Ha
azonban a végeredményil kapott allitas hamis, akkor bebizonyitottuk, hogy a kiindulé tétel is hamis.

Meghatarozo feladat esetében egy vilagosan megfogalmazott feltételeket kielégité mennyiséget kell megtaldalnunk. Ezért végignézziik a kovetkezményeként
adddod mennyiségeket, majd az ezek kovetkezményeként adédd tovabbi mennyiségeket stbh., mignem eljutunk egy olyan mennyiséghez, amelyet mar egy
ismert mdodszerrel meghatarozhatunk. Ha ez a mennyiség az adott feltételek mellett lehetséges és kiszamithatd, akkor az eredeti mennyiség is lehetséges és
kiszamithatd, feltéve, hogy az Osszes kovetkeztetéseink megfordithatdk, és a bizonyitas az analizis |épéseit jarja végig forditott sorrendben. Ha azonban
végll lehetetlenségre jutunk, akkor az eredeti feladatnak sincs megoldasa.

(Papposz: Matematikai gytjtemény, VII. konyv. A forditds alapja: Pélya Gyorgy: A gondolkodas iskoldja, (Gondolat, 1971), 200-202. o., ford. Lakatos Imre)



V.6. Eukleidész, Elemek XIII:

XL 1. Tétel

Ha egy szakaszt folytonos ardnyban osztunk, akkor a nagyobb darab
és a teljes szakasz fele Gsszegének a négyzetériéke otszorise a fél sza-
kasz négyzetének.

Osszuk fol ugyanis az 4B szakaszt folytonos arényban a C pontban
(VI. 30.), legyen AC a nagyobb darab, AD az AC egyenes menti meg-
hosszabbitasa, és mérjiink ra egy AB felével egyenld AD szakaszt
(I. 10.). Azt allitom, hogy CD négyzete dtszorose DA négyzetének.

Szerkessziik meg ugyanis az AB és a

L F DC szakaszra az AE, illetve DF négyzetet
(1. 46.), rajzoljuk meg a DF négyzetben
az abrét, és hosszabbitsuk meg FC-t G-ig.
P H H Minthogy AB-t C folytonos ardnyban
or” osztja, az AB és BC kozotti téglalap
D B ezyenld AC négyzetével (V1. 17.). Az 4B
A c és BC kozitti téglalap CE, AC négyzete
pedig FH, CE tehét cgyenlé FH-val.
Minthogy BA kétszerese AD-nek és BA
egyenld Kd-val, AD pedig AH-val, KA
kétszerese AH-nak. Amint viszont K4 az
AH-hoz, gy ardnylik CK a CH-hoz (VI.
1.), CK tehat kétszerese CH-nak. LH meg HC is kétszerese C H-nak
(1. 43.), KC tehat egyenlé LH meg HC-vel. Megmutattuk, hogy CE
cgyenld HF-fel, a teljes AE négyzet tehat egyenlé az MNO gné-
ménnal. Minthogy BA kétszerese AD-nek, BA négyzete négyszerese
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AD négyzetének (IL. 4.), azaz AE négyszerese DH-nak. AE egyenld
az MNO gnéménnal, az MNO gnémoén is négyszerese tchat AP-nek,
a teljes DF Otszdrose tehat AP-nek. DF a DC négyzete, AP a DA
négyzete, CD négyzete tehat dtszorose DA négyzetének.

Ha tehat egy szakaszt folytonos ardnyban osztunk, akkor a nagyobb
darab és a teljes szakasz fele 6sszegénck a négyzetértéke Stszorose a fél
szakasz négyzetének. Eppen ezt kellett megmutatni,

F.: XIIL. 6., 11.

XIIL. 8. Fiiggelék*

Mi az analizis és mi a szintézis?

Analizis az, ha az llitast bizonyitottnak véve abbol kovetkeztetiink,
mig valamely elfogadott igazsdghoz jutunk.

Szintézis az, ha ebbél az elfogadott igazsaghol kovetkeztetiink, mig
az dllitds teljességéhez vagy megragaddsahoz jutunk.

Az els6 tétel analizise és szintézise dbra nélkiil:

Ossza C az AB szakaszt folytonos ardnyban, legyen AC a nagyobb
darab, é mérjiink fol egy AB felével egyenld AD szakaszt. Azt 4lli-
tom, hogy CD négyzete Gtszorose AD négyzetének.

Minthogy ugyanis CD négyzete étszérose DA négyzetének és CD
négyzete egyenld CA és AD négyzeteinek és a CA és AD kézotti tégla-
lap kétszeresének az Gsszegével (II. 4.), CA és AD négyzeteinek és a
CA & AD kozotti téglalap kétszeresének az Osszege Otszdrose AD
négyzetének. Folbontva tehat, CA négy-
zetének és a CA és AD kozotti téglalap A C
kétszeresének az dsszege négyszerese AD D F——t———t— B
négyzetének. A CA és AD kozotti tégla-
lap kétszeresével viszont egyenlS a BA és AC kozotti téglalap —
hiszen BA kétszerese AD-nek -, AC négyzetével pedig egyenl az
AB és BC kozdtti téglalap — hiszen AB-t folytonos aranyban osztot-
tuk fol - (VL. 17.), a BA és AC meg az AB és BC kazotti tégla-
lap Osszege tehat négyszerese 4D négyzetének. A BA és AC meg az
AB és BC kozitti téglalap Ssszege viszont AB négyzete (I1. 2.), 4B
négyzete tehdt négyszerese 4D négyzetének. Valéban az, hiszen AB
kétszerese AD-nek.
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Szintézis )

Minthogy AB négyzete négyszerese AD négyzetének és BA négyzete
a BA €s AC meg az AB és BC kozitti téglalap dsszege, a BA és AC
meg az AB és BC kozotti téglalap dsszege négyszerese 4D négyzeté-
nek. A BA és AC kozotti téglalap viszont egyenld a DA és AC kizotti
téglalap kétszeresével, az AB és BC koztti téglalap pedig egyenld AC
négyzetével, AC négyzetének és a DA és AC kozotti téglalap kétszere-
sének az Osszege tehat négyszerese DA négyzetének, tgyhogy DA és
AC négyzeteinek és a DA és AC kozdtti téglalap kétszeresének az
Gsszege Otszirdse DA négyzetének. DA és AC négyzeteinek és a DA
és AC korzotti téglalap kétszeresének az Gsszege CD négyzete, CD
négyzete tehdt otszordse DA négyzetének. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.



