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Definiciok:

egység 13. relativ primek
szam 14. Osszetett szam
hanyad 15. relativ 0sszetettek
tortrész 16. szorzas
tobbszoros 17. sikszam,oldalak
paros 18. térszam, oldalak
paratlan 19. négyzetszam
parosszor paros 20. kdbszam
parosszor paratlan 21. szamok aranya
paratlanszor paros 22. sik-, térszamok hasonldsaga
paratlanszor paratlan 23. tokéletes szam pl. 6, 28
primszam

1. Az egység az, ami szerint minden létezGt egynek mondunk.

2. Szam az egységekbdl Osszetevddd sokasag.®

3. Egy kisebb szdm egy nagyobbnak hinyada*, ha osztja a nagyobbat.

4. Tortrésze* pedig, ha nem osztja.

5. Egy nagyobb szdm egy kisebbnek tobbszorose, ha a kisebb osztja.

6. Paros a kettébonthatd szam.

7. Paratlan pedig a ketté nem bonthatd, vagy masképp amelyik

10.
11.

12.
13.

14.
15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

B8R

egységben kiilonbozik egy paros szamtol.

Parosszor péaros az a szam, amelyik egy paros szam 4ltal paros
szdmuan oszthato.

Parosszor pératlan pedig, amelyik egy paros szam altal paratlan
szamuan oszthato.

Paratlanszor paros az a szam, amelyik egy paratlan szdm &ltal
paros szdmuan oszthatd.*

Paratlanszor pératlan szdm pedig az, amelyik egy paratlan szam
altal paratlan szamuoan oszthaté.

Primszam, amelyik csak az egységgel oszthato.

Szdmok egymdshoz relativ primek, ha csak az egység kozos
osztojuk.

Osszetett az a szam, amelyiket valamely szam oszt.

Szamok relativ osszetettek, ha valamely szim kozds osztojuk.
Azt mondjuk, hogy egy szdmmal megszorzunk egy mésikat,
ha tigy képeziink egy szamot, hogy annyiszor adjuk Ossze a szor-
zottat, ahdny egység van a szorzéban.

A két szAm Osszeszorzasakor keletkezd szamot sikszdmnak
nevezziik, az Osszeszorzott szamokat pedig az oldalainak.
A hérom szam Osszeszorzasakor keletkezd szam térszam, az
Osszeszorzott szamok pedig az oldalai.
Négyzetszam az egyenl8szor egyenld alaka vagy masképp a két
egyenld szam altal kozrefogott szam.
Kobszam az egyenlGszor egyenlSszor egyenld alaku, vagy maés-
képp a harom egyenlS szam 4ltal kozrefogott szam.
Szamok aranyosak, ha az els6 a madsodiknak ugyanannyiszorosa
vagy ugyanazon hanyada, vagy ugyanazon tortrésze, mint a har-
madik a negyediknek.*

Sik- vagy térszamok hasonléak, ha az oldalaik aranyosak.
Egy szam tokéletes, ha egyenld az osztdi* Gsszegével.



1. Tetel — relativ primek

Ha van két nem egyenl6 szamunk, és a valtakozva kivonjuk a kisebbet a nagyobbdl,
ugy hogy a maradék sosem osztja a megel6z6 szamot, és eredményiil egyet kapunk,
akkor a két szam relativ prim volt.

PL:11,8
11-8=3
8-6=2
3-2=1

Biz: indirekt

1. Vegylink két nem egyenl6 szamot (AB, CD), és tegyiik fel, hogy teljesiilnek a
tétel feltételei. Ekkor a két szam relativ prim lesz.

2. Indirekten tegyiik fel, hogy AB és CD nem relativ prim.
Ekkor Iétezik egy olyan e szam (ami nem az egység), ami osztja mindkettot.
e _?
3. CD ossza BF-et, és a ndla kisebb maradék FA
AF ossza DG—t, és a nala kisebb maradék GC
GC ossza FH-t, és a nala kisebb maradék HA egység

4. Mivel e osztja CD-t, CD pedig BF-et
Tudjuk, hogy e osztja AB-t
AF viszont osztja DG-t
Tudjuk viszont, hogy a DC-t is osztja
CG viszon FH-t osztja
Tudjuk, hogy e osztja FA-t
4

e osztja BF-et (3.E)

e osztja AF-etis (2.E.)

e osztja DG-t is (3. E.)

e osztja CG-tis

e osztja FH-t 3.E.)

e osztja AH-t egységet is (2. E.)
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2. Tetel (feladat) — Inko
Két nem relativ prim Inko-jat keressiik

PL: 14, 10
14-10=4
10-8=2
Lnko(14;10)=2

Megoldas: indirekt bizonyitassal

1. AB és CD legyen két adott nem relativ prim szam

2. Ha CD osztja AB-t, akkor az lesz a legnagyobb kdzos osztd, mert CD osztja
dnmagat is, és a legnagyobb, mert 6nmaganal nagyobb szam nyilvan nem

osztja.

3. Ha CD nem osztja AB-t, akkor valtakozva kivonjuk a kisebbet a nagyobbdl, egy
olyan szam lesz a maradék, amely osztja a megel6zot .
A maradék nem lesz 1, mert akkor AB és CD relativ primek lennének (vi1. 1.)

4. CD osztja BE-t, és a nala kisebb maradék EA
EA osztja DF-et, és a nala kisebb maradék CF

CF osztja AE-t, AE pedig DF-et
CF osztja DF-et és dnmagat is
CD viszon osztja BE-t
Viszont EA-t is osztja

-
-
-
-

-

CF osztja DF-et (3. E.),

az egész CD-t is osztja (1. E.)
CF osztja BE-t (3. E),

CF osztja AB-t (1. E.)

CF CD-t és AB-t is osztja

5. Azt allitom, hogy ez a legnagyobb k6z6s oszto.

Tegylk fel, hogy nem az.
Legyeng_ _ ? _ alnko.
g osztja CD-t, CD pedig BE-t
Mivel a teljes BA-t is osztja

AE viszont DF-et osztja
Masrészt a teljes DC-t is osztja
4

2. Kovetkezmény:

1111

g is osztja BE-t (3. E.)
g osztja AE-tis (2. E.)
g osztja DF-t is (3.E.)
g osztja a maradék CF-et is (2. E.)

Ha egy szam oszt két szamot, akkor a legnagyobb kdzos osztdjukat is osztja.



3. Tetel (feladat) — Inko - harom szamra
Adott harom nem relativ prim Inko-jat keressiik

PL:8,6,4
Lnko(8;6)=2
2|4 = Lnko(8;6;4)=2

Megoldas: indirekt bizonyitassal
1. legyen az adott harom nem relativ prim szam a, b és c.

2. legyen d a-nak és b-nek a legnagyobb k6z0s osztdja
d vagy osztja c-t is, vagy nem.

3. Tegylk fel, hogy d osztja c-t
Ekkor d kodzos osztdja a, b és c-nek, azt allitom, hogy a legnagyobb.
Indirekten tegyiik fel, hogy van egy e szam, ami osztja mind a harmat, és
nagyobb d-nél.
Mivel mind a harom szamot osztja, ezért kdzos osztdja a-nak és b-nek =
Osztja a és b Inko-jat, azaz d-t (vir. 2.x.) %

4. Most tegyik fel, hogy d nem osztja c-t.
El6szor azt allitom, hogy ¢ és d nem relativ primek.
Ez azért igaz, mert a, b, c szamok nem relativ primek, tehat van kdzos
osztdjuk, ami a és b Inko-jat azaz d-t is osztja (vi1. 2. k) . Ugyanekkor ez a
szam c-t is osztja, tehat kdzos osztdja d-nek és c-nek.

5. Legyen c és d Inko-ja e
e osztja d-t, d pedig a-t és b-t = e osztja a-t és b-t is
e osztja c-tis - e kozos osztdja a, b, c-nek

6. Tfh nem ez a legnagyobb kdzds osztd.
Ekkor létezik egy nala nagyobb f, ami osztja mind a harmat
Mivel f osztja a, b, c-t, osztjaa és b-t = d-t is osztja. (viL. 2. K.)
f tehat osztja d-t és c-t - e-t is osztja. (vi1. 2. K.)
r'e



4. Tétel — tortrész-hanyad
Barmilyen két szam koziil a kisebb a nagyobbnak vagy hanyada, vagy tortrésze
(azaz vagy osztja, vagy nem osztja)

Biz:
1. Legyen a és BC a két szam, ahol BC a kisebb.
Azt allitom, hogy BC vagy hanyada, vagy tortrésze a-nak.

a és BC vagy relativ primek, vagy nem.

2. Legyenek el6szor relativ primek:
Ha BC-t folbontjuk a benne Iév0 egységekre, akkor minden BC-ben 1évo
egység egy bizonyos hanyada lesz a-nak, ugyhogy BC tortrésze a-nak.

3. Ha a és BC nem relativ primek, akkor BC vagy osztja a-t, vagy nem.
Ha BC osztja a-t, akkor BC hanyadrésze a-nak, ha nem akkor vegyik a és BC
Inko-jat, d-t. (vi1. 2.)
Bontsuk fol BC-t d-vel egyenl6 BE, EF, és FC szamokra.
Mivel d osztja a-t = d hanyada a-nak
a = BE, EF, FC - BE, EF, FC hanyada a-nak =  BC tOrtrésze a-nak

5. Tétel — hanyad - dsszegre
Ha egy szam hanyada egy masiknak, és egy harmadik ugyanaz a hanyada egy

negyediknek, akkor az elsd és harmadik 6sszege ugyanaz a hanyada, mint a masodik
és negyedik 6sszegének, az pedig ugyanaz a hanyada, mint az els6 a masodiknak.

Biz:
1. a négy szamom:
a__ _ d_ _
B G C E H F

2. Mivel a ugyanaz a hanyada BC-nek mint d az EF-nek, ezért ugyanannyi a-val
egyenld szam van BC-ben, mint ahany d-vel egyenl6 van EF-ben.
Ha tehat BC-t felosztjuk az a-val egyenld részekre, és EF-et a d-vel
egyenlokre, akkor BC-ben ugyanannyi rész lesz, mint EF-ben.

3. Mivel BG egyenl6 a-val, EH meg d-vel = GB+EH=a+d
Ugyanigy - GC+HF=a+d

Ahany a-val egyenld szam van tehat BC-ben, annyi a+d-vel egyenld van
BC+EF-ben. Ahanyszorosa tehat BC az a-nak, annyiszorosa BC+EF a+d-nek.
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6. Tétel — tortrész - osszegre

Ha egy szam tortrésze egy masiknak, és egy harmadik ugyanaz a tortrésze egy
negyediknek, akkor az elsd és harmadik 6sszege ugyanaz a tortrésze, mint a masodik
és negyedik 6sszegének.

Biz: (ugyanaz, mint az 5-6s, csak tortrészre)
1. a négy szamom:

2. Mivel AB ugyanaz a tortrésze c-nek mint DE az f-nek, ezért ahany hanyada
van c-nek AB-ben, annyi hanyada van f-nek DE-ben.
Ha tehat AB-t felosztjuk a ¢ hanyadaira, és DE-t a d hanyadaira, akkor AB-ben
ugyanannyi rész lesz, mint DE-ben.

Mivel AG egyenld a hanyadaval, EH meg d hanyadaval

- AG+DH=a+d hanyada

Ugyanigy GB+HE=a+d hanyada (vi1. 5.)

Amely tortrésze tehat AB a a-nak, ugyanaz a tortrésze AB és DE Gsszege az a
és d dsszegének.

7. Tetel — hanyad - kiilonbségre
Ha egy szam ugyanaz a hanyada egy masiknak, mint az egyik kivonandd a masiknak,
akkor az egyik maradék is ugyanaz a hanyada a masik maradéknak.

Biz:
1. Legyen AB szam a CD szamnak ugyanaz a hanyada, mint AE kivonandé a CF
kivonandonak:
A _E _ B
G C F D

2. Amely hanyada AE a CF-nek, akkora hanyada legyen EB a GC-nek
Ekkor AB GF-nek ugyanaz a hanyada. (vi1. 5.)

3. AE ugyanaz a hanyada CF-nek, mint AB CD-nek
Ez pedig ugyanaz, mint AB a GC-nek
- AB GF-nek és CD-nek is ugyanaz a hanyada

- GF = CD
Vonjuk le a kdzos CF-et
- GC = FD

Tdjuk, hogy amely hanyada AE CF-nek, ugyanaz a hanyada EB GC-nek, ami
pedig egyenld FD-vel.

- Amely hanyada tehat AE CF-nek, ugyanaz a hanyada EB FD-nek
Viszont amely hanyada AE CF-nek ugyanaz a hanyada AB CD-nek

- Tehat AB CD-nek is ugyanaz a hanyada, mint EB FD-nek



8. Tétel — tortrész - kiilonbségre

Ha egy szam ugyanaz a tortrésze egy masiknak, mint az egyik kivonando a
masiknak, akkor az egyik maradék is ugyanaz a tortrésze a masik maradéknak.

Biz:
1. Legyen AB szam a CD szamnak ugyanaz a tortrésze, mint AE kivonando a CF
kivonandonak:
c._ F_ D
G _ M _ K _ N __H
A L E B

2. Vegyik fol az AB-val egyenld GH-t. Ez tortrésze a CD-nek
Ezen kiv(il tudjuk, hogy Ab ugyanaz a tortrésze CD-nek, mint AE CF-nek

3. bontsuk fel GH-t CD-nek GK, KH hanyadaira.
AE-t pedig CF-nek AL, LE hanyadaira.
- GH, és AE-ben lévd hanyadok szama megegyezik

4. Mivel GK ugyanaz a hanyada CD-nek, mint AL CF-nek, és CD nagyobb CF-nél
- GK nagyobb, mint AL
Vegytink fol egy AL-lel egyenlé GM-et
Amely hanyada tehat most GK CD-nek GM ugyanaz a hanyada CF-nek
- Tehat a maradék MK is ugyanaz a hanyada FD-nek (vi1. 7.)

5. Mivel EL CF-nek ugyanaz a hanyada, mint KH a CD-nek, és CD nagyobb CF-nél
- KH nagyobb, mint EL
Vegytink fel egy EL-lel egyenl6 KN-et
Amely hanyada tehat most KH CD-nek KN ugyanaz a hanyada CF-nek
- Tehat a maradék NH is ugyanaz a hanyada FD-nek (vi1. 7.)

6. Mint megmutattuk MK maradék ugyanaz a hanyada FD maradéknak, mint a
GK kisebbitendd a CD kisebbitenddnek.
- Tehat MK és NH 6sszege ugyanaz a tortrésze DF-nek, mint HG a
CD-nek.
MK + NH = EB, GH = AB

Tehat az EB maradék ugyanaz a tortrésze az FD maradéknak, mint az AB a
CD-nek.



9. Tetel — hanyad — 4 szamra, felcserélhetéoseg

Ha egy szam hanyada egy masiknak, és egy harmadik ugyanaz a hanyada egy
negyediknek, akkor felcserélve is, amely hanyada, vagy tortrésze az els6 a
harmadiknak, ugyanaz a hanyada, vagy tortrésze lesz az masodik a negyediknek.

Biz:
1. Legyen a szam ugyanaz a hanyada BC-nek, mint d az EF-nek
a__ _ d_
B G C E H F

Ekkor ahany a-val egyenl6 szam van BC-ben, annyi d-vel egyenld lesz EF-ben.
Ha tehat BC-t felbontjuk az a-val egyenld BG és GC részekre ezeknek a szama
ugyanaz lesz, mint a d-vel egyenlé EH és HF-eknek.

2. Mivel BG = GC, és EH = HF, és a BG, GC szamok szama egyenlo az EH, HF
szamok szamaval
- igy amely hanyada, vagy tortrésze BG az EH-nak, ugyanaz a
hanyada, vagy tortrésze BC dsszeg az EF 6sszegnek (VII. 5-6.)

10. Tétel - tortrész - 4 szamra, felcserélhetoség

Ha egy szam tortrésze egy masiknak, és egy harmadik ugyanaz a tortrésze egy
negyediknek, akkor felcserélve is, amely hanyada, vagy tortrésze az elso a
harmadiknak, ugyanaz a hanyada, vagy tortrésze lesz az masodik a negyediknek.

Biz:
1. Legyen AB ugyanaz a tortrésze c-nek, mint DE f-nek
A _G__ _ B D _H _ _ _E
C fF -

Azt allitom, hogy AB ugyanaz a tortrésze, vagy hanyada DE-nek, mint c f-nek

2. ahany hanyada van c-nek AB-ben, f-nek ugyanannyi hanyada van DE-ben
Bontsuk fel AB-t és DE-t ezekre a hanyadokra.
Ekkor a hanyadok szama egyenl0 lesz.

3. Mivel amely hanyada AG c-nek, DH ugyanaz a hanyada f-nek,
folcserélve is amely hanyada, vagy tortrésze AG, DH-nak, ugyanaz a hanyada,
vagy tortrésze c az f-nek. (viL. 9.)

4. ugyanez igaz GB-re, és HE-re is
tehat amely hanyada, vagy tortrésze AG DH-nak, ugyanaz a hanyada, vagy
tortrésze c az f-nek. (vi1. 5-6.)
- tehat, AB ugyanaz a tortrésze, vagy hanyada DE-nek, mint c f-nek



11. Tétel — arany - kiilonbségre

Ha egy kisebbitendd szam ugy aranylik egy masik kisebbitend6héz, mint az egyik
kivonandd a masikhoz, akkor az egyik maradék is ugyanugy aranylik a masik
maradékhoz, mint az egyik kisebbitend6 a masikhoz.

Biz:
1. Ha AE Ugy aranylik CF-hez, mint AB a CD-hez, akkor EB is ugyanugy aranylik
FD-hez, mint AB a CD-hez

2. Mivel AE Ugy aranylik CF-hez, mint AB CD-hez, ezért amely hanyada, vagy
tortrésze AE CF-nek, ugyanaz a hanyada, vagy tortrésze lesz AB a CD-nek.

3. Tehat EB is ugyanaz a hanyada, vagy tortrésze lesz FD-nek, imt az AB a CD-

nek (viI. 7-8.)
- Tehat EB Ugy aranylik FD-hez, mint AB a CD-hez

12. Tétel — arany — valahany szamra, 0sszegre

Ha valahany szam aranyos, akkor az el6tagok dsszege Ugy aranylik az utdtagok
osszegéhez, mint barmelyik el6tag az utétaghoz.

Biz:
1. legyen négy szamom:

azt allitom tehat, hogyha a ugy aranylik b-hez, mint c a d-hez, akkor a+c is
ugy aranylik b+d-hez

2. mivel c ugy aranylik d-hez, mint a a b-hez
- a ugyanaz a hanyada, vagy tortrésze b-nek, mint c a d-nek
- tehat a+c is ugyanaz a hanyada, vagy tortrésze b+d-nek, mint a a
b-nek (vi1. 5-6.)
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13. Tetel — arany - 4 szamra, felcserélhetoség
Ha négy szam aranyos, akkor folcserélve is aranyosak lesznek

Biz:

a=xb, mint ckd =a=c, mint bxd

2. Ez a 9-es és 10-es tételbol kovetkezik.

14. Tetel — arany — valahany szamra, tobb tagon at

Ha van valahany szam, és ugyanannyi masik, hogy kettesével ugyanabban az
aranyban allnak, akkor egyenld (sok tagon) at is ugyanabban az aranyban allnak.

Biz:
i.aoa_ d_
b e
C fF

axb, mint d=e, és bxc, mint e=f,
- a=c, mint d=f

2. a 13-as tételbdl kdvetkezik,hogy
a=d, mint bxe, és bxe, mint cxf
- a=xd, mint cxf
és innen a 13-as tétel ismételt alkalmazasaval kijon.
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15. Tetel — egység, felcserélhetéseg

Ha egy egység ugyanannyiszor van meg egy szamban, mint egy masik szam egy
tovabbiban, akkor az egység ugyanannyiszor lesz meg a harmadik tagban, mint a
masodik a negyedikben.

Biz:
1. az a egység annyiszor van meg a BC szamban, mint a d az EF-ben
a__ d__
B_G H_C E K L F

2. ahany egység van BC-ben, annyi d-vel egyenld szam van EF-ben
Ekkor BC-t egységekre, az EF-et, pedig a d-vel egyenld szamokra bontjuk
Ekkor a BC-ben 1évd egységek szama egyenl6 az EF-ben Iévo d-vel egyenld
részek szamaval.

3. Mivel a részek szama egyenld, és ugyanakkorak, valamint BG=EK, mint
GH=KL, mint HC=LF, azaz mint barmelyik el6tag az utétagjahoz, igy az
el6tagok dsszege is az utétagok dsszegéhez (vir. 12.)

Innen mar latszik.

16. Tétel — a szorzas eredménye fiiggetlen a sorrendtol
A szorzas eredménye fiiggetlen a sorrendtol

Biz:
1. a, és b a két szamom, a*b:=c, és b*a:=d
a_ c_
b d__
e

2. b annyiszor van meg c-ben, mint amennyi egység van a-ban
e egység szintén annyiszor van meg a-ban, mint amennyi egység van abban
- az e egység tehat ugyanannyiszor van meg a-ban, mint b a c-ben
- folcserélve tehat az e egység annyiszor van meg b-ben, minta c-
ben

3. Ha ugyanezt a gondolatmenetet megcsinaljuk d-re is, akkor kijon, hogy
- Tehat az e egység annyiszor van meg b-ben, mint a d-ben.

4. Tehat a ugyanannyiszor van meg d-ben, mint c-ben.
- c=d
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17. Teétel — arany — nem valtozik a szammal valo szorzadstol

Ha két szamot megszorzunk egy harmadikkal, akkor a keletkezett szamok aranya
ugyanaz, mint az eredetiekké.

Biz:
1. b*a:=d, c*a:=e
a__ f__
b o I
C e _

2. a 16-os tételhez hasonlé gondolatmenettel kijon.

18. Tétel — arany — szorzat ardanya = szorzok aranya
Ha egy szamot megszorzunk két szammal, akkor a keletkezett szamok aranya
ugyanaz, mint a szorzoké

Biz:
1. ac szamot megszorozva az a és b szamokkal keletkezzen d és e
a__ _ d___
_ e _ _ _ _ _ __
C

2. d = a*c =c*a (viL 16.)
e = b*c = ¢*b és igy ez mar ugyanaz, mint a 17-es tétel
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19. Tetel —arany — 4 tag, szorzat

Ha négy szam aranyos, akkor az els6 és negyedik szorzata egyenlé a masodik és
harmadik szorzataval, és ez megforditva is igaz.

Biz:
odafele

1. legyen a négy aranyos szamom a, b, c, d
a*d:=e, b*c:=f

a*c:=g

a__ e

b

c_ __ __ Q__
d

2. c Ugy aranylik d-hez, mint g az e-hez, mert mindkettd a szorzata c-vel ill. d-
vel. (vi1. 17.)
- a ugy aranylik tehat b-hez, mint g az e-hez
g és f c-nek az a illetve b-vel vett szorzata
- a ugy aranylik tehat b-hez, mint g az f-hez
- e=f

visszafele
1. legyen most e = f, azt allitom, hogy a ugy aranylik b-hez, mint c a d-hez
- e és f ugyanugy aranylik g-hez
viszont g ugy aranylik az e-hez, mint c a d-hez (vi1. 17.)
g az f-hez pedig, mint a a b-hez (vi1. 18.)
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20. Tétel — arany — legkisebb aranypar
Az ugyanazon aranyu szamok kozlil a legkisebbek osztjak a tobbit, mégpedig ugy,
hogy a kisebb ugyanannyiszor osztja a kisebbet, mint a nagyobb, a nagyobbat.

Biz: indirekt

1. CD és EF legyenek azok kozil a legkisebbek, amiknek ugyanaz az aranya,
mint a és b-nek.

Azt allitom, hogy Cd ugyanannyiszor van meg a-ban, mint EF a b-ben

2. CD ugyanis nem tortrésze a-nak.

Ha az lenne, akkor ugyanaz a tortrésze lenne a-nak, mint EF a b-nek (vir. 13.)

3. Ahany hanyada van a-nak CD-ben, annyi hanyada lesz b-nek EF-ben.
Bontsuk fel 6ket a hanyadokra.
- Ekkor CG ugy aranylik EH-hoz, mint GD a HF-hez
- CD ugy aranylik EF-hez, mint CG EH-hoz (vi1. 12.)
r'e

4. CD tehat nem tortrésze a-nak, hanem hanyada, és EF hanyada b-nek.
Raadasul ugyanaz a hanyada.

21. Tétel — relativ primek - aranyparok
A relativ primek az ugyanazon aranyu szamok kozott a legkisebbek.

Biz: indirekt

1. legyen a és b szamok relativ primek, és tfh. Léteznek naluk kisebb és
ugyanabban az aranyban allé ¢ és d szamok

a__ c_
b d_ __
e

2. a (viL 20.)-bdl kovetkezik,
- hogy ¢ ugyanannyiszor van meg a-ban, mint d a b-en
legyen e-ben annyi egység, ahanyszor ¢ megvan az a-ban
- ekkor e-ben annyi egység van, ahanyszor d megvan b-ben

3. Mivel c annyiszor megvan a-ban, ahany egység e-ben van
- e annyiszor megvan a-ban, ahany egység c-ben van
- ugyanigy e annyiszor van meg b-ben, ahany egység d-ben van
- e tehat a-t és b-t is osztja
r'e
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22. Tétel — relativ primek — aranyparok megforditas
Az ugyanazon aranyu szamok kozil a legkisebbek relativ primek.

Biz: indirekt
a 21-es tétel megforditasa, a (vi1. 17.-b0l kdvetkezik

23. Tétel — relativ primek — oszto is relativ prim
Ha két szam relativ prim, akkor az egyiket oszté szam is relativ prim a masikhoz.

Biz: indirekt
1. legyenek a és b relativ primek, a osztdja pedig c

b d

2. tfh. B és c nem relativ primek, legyen d a k6z0s osztojuk.
Mivel d osztja c-t, az pedig a-t
- d osztja a-t
b-t is osztja
r'e

24. Teétel — relativ primek — szorzat is relativ prim
Ha két szam relativ prim egy harmadikhoz, akkor a szorzatuk is relativ prim hozza

Biz: indirekt
1. legyenek a és b relativ primek a ¢ szamhoz.

a*b:=d

Azt allitom, hogy c és d is relativ primek.

a___ d___
b e

C f_

2. Tfh. c és d nem rel. primek, legyen e a kdzds osztojuk
- e relativ prim a-hoz (vi1. 23.)

3. legyen annyi egység f-ben, mint ahanyszor e megvan d-ben, tehat e*f=d,
de a*b=d
- e*f=a*b
- ha viszont a kiiltagok szorzata = a beltagok szorzataval, akkor a
négy szam aranyos. (ViI. 19.)
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25. Tétel — relativ primek — négyzet is relativ prim
Ha két szam relativ prim, akkor az egyik négyzete is relativ prim a masikhoz.

Biz:
1. Legyenek a és b relativ primek, ¢ pedig a 6nmagaval vett szorzata
a__ c_
b d_ __

Azt allitom, hogy c és b relativ primek.

2. dlegyen egyenld a-val
- d és b is relativ primek
- d*a=c is relativ prim b-hez (vi1. 24.)

26. Tétel — relativ primek — szorzat is relativ prim
Ha két szam egyszerre relativ prim masik két szam barmelyikéhez, akkor a két-két
szam szorzata is relativ prim.

Biz:
1. Legyen a és b egyszerre relativ prim két masik szam, azaz c és d
barmelyikéhez.
a*b:=e, c*d:=f

a__ e
b_

c_ F.
d

Azt allitom, hogy e és f is relativ primek.
- e relativ prim lesz c-hez, és d-hez is
- tehat c*d is relativ prim e-hez

27. Tétel — relativ primek — hatvany is relativ prim

Ha két relativ primet megszorzunk dnmagaval, akkor a keletkez6 szamok is relativ
primek lesznek, és ha a keletkezett szamokat megint megszorozzuk az eredeti
szamokkal megint relativ primeket kapunk. ( és ez barmelyik hatvany esetében igy

van)

Biz:
1. legyenek a és b relativ primek,
a 6nmagaval vett szorzata ¢, c 6nmagaval vett szorzata pedig d
b 6nmagaval vett szorzata e, e 6nmagaval vett szorzata pedig f
Ekkor d és f is relativ primek lesznek.

El6z0 két tételbol kovetkezik.
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28. Tétel — relativ primek — dsszeg is relativ prim
Két relativ primszam Osszege is relativ prim az 6sszeg barmelyik tagjahoz, és ha két
szam 0Osszege relativ prim az 6sszeg egy tagjahoz, akkor az eredeti szamok is relativ
primszamok voltak.

Biz: indirekt
odafele
1. Adjunk dssze két relativ primszamot, AB-t és BC-t ekkor AC rel. prim lesz
mindkettohoz.

2. Ha ugyanis pl. AC és AB nem rel. primek, akkor Iétezik egy d kézos osztdjuk.
Mivel d osztja AC és AB-t is
- BC-t is osztja (2. E.)
r'e

Visszafele
1. Legyenek most AC és Ab relativ primek, azt allitom, hogy ekkor AB és BC is
rel. primek.

2. Tfh. nem azok.
Létezik egy koz0s osztdjuk, d
- mivel mindkett6jliket osztja az 6sszegiiket, AC-t is osztja (1. E.)
r'd

29. Tétel — relativ primek - primekre
Barmelyik primszam relativ prim azokhoz a szamokhoz, amelyikeket nem osztja.

Biz: indirekt

1. alegyen egy olyan prim, ami nem osztja b-t
a__ b C
2. Indirekten tfh. a és b nem relativ primek.
Legyen c a koz0s osztojuk
c # a, mert a nem osztja b-t, de a prim %
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30. Tetel — primek — szorzat
Ha két szam szorzatat osztja egy primszam, akkor valamelyik tényez6t is osztja.

Biz:

1. a*b:=c,éscld
Azt allitom, hogy d vagy a-t, vagy b-t osztja

a_ b
c___
d e

2. Ne ossza most d a-t, ekkor ezek relativ primek lesznek. (vi1. 29.)
Legyen annyi egység e-ben, ahanyszor d megvan c-ben.
Tehat d*e=c, és tudjuk, hogy a*b=c

- d*e=a*b

- d = a, mintb = e (v 19.)
mivel d, a rel. primek
- d osztja b-t . (vir. 20-21.)

31. Teétel — primek — dsszetett szamok
Barmely dsszetett szamot osztja valamilyen primszam
Biz:

1. Legyen a az Osszetett szamom, amit oszt egy b szam.

Ha b prim, akkor készen vagyunk, ha nem az, akkor létezik egy ¢ szam, ami

osztja b-t.
- cis osztja a-t (2.E.)
Ha c prim, akkor kész vagyunk ,ha nem akkor stb.

Ezt folytatva valamikor talalni fogunk egy primszamot, mert ha nem talalnank,
akkor végtelen sok szam osztana az a szamot, amik koziil a kovetkez6 mindig

kisebb, mint az el6z6 <

32. Tetel — primek — prim vagy osztja egy prim
Barmely szam vagy prim, vagy osztja egy primszam

Biz:

1. ha a prim, akkor készen vagyunk, ha pedig Osszetett, akkor meg osztja egy

primszam. (viI. 31.)
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33. Tétel (feladat) — arany — legkisebb aranypar (2)
Keressiik meg valahany adott szdmhoz a legkisebbet, melyek ugyanolyan aranyban
allnak, mint ok!

Megoldas: indirekt bizonyitassal

1. legyenek a, b, c adottak

a_ e h

b f_ k

c_ __ g_ .
d m

2. ezek vagy relativ primek, vagy nem.
Ha azok, akkor ezek a legkisebbek (vi1. 21.)
Tehat feltehetjlik, hogy nem azok:
Lnko( a; b; ¢):=d (viL. 3.)

3. Es legyen annyi egység e,f illetve g-ben, mint ahanyszor d megvan a,b illetve
c-ben.
Ekkor e,f,g ugyanannyiszor van meg a,b,c-ben, tehat ugyanolyan aranyban
allnak. Azt allitom, hogy ezek a legkisebbek.

4. Indirekten tegyiik fel, hogy ez nem teljesiil. Ekkor létezik olyan h,k,l, amire
teljesdl. )

5. Ezek ugyanannyiszor vannak meg a,b illetve c-ben. Alljon m annyi egységbdl,
ahanyszor megvannak ezekben a szamokban. (vi1. 15.)
m annyiszor van meg a,b ill. c-ben, ahany egység van h,k ill. I-ben, tehat
osztja a,b,c-t

6. tudjuk, hogy h*m=a és e*d=a
- h*m=e*d
- tehat h ugy aranylik e-hez, mint m a d-hez (vi1. 19.)
e>h, ezért m>d
r'd
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34. Tétel (feladat) — Ikkt
2 adott szam Ikkt-jét keressik

Megoldas: indirekt bizonyitassal
1. Legyenek a és b az adott szamok

a_ d_
b e
C f

Ha relativ primek, akkor a*b:=c, b*a=c (vi1. 16.)
a és b tehat osztja c-t, és azt allitom, hogy c a legkisebb ilyen szam.
Tfh. Létezik egy c-nél kisebb kozds tobbszoros, jelen esetben d.

2. e-ben legyen annyi egység, ahanyszor megvan a a d-ben, f-ben pedig annyi,
ahanyszor b megvan a d-ben.
g a*e=d, b*f=d
- a*e=b*f
- a=b, mnte = f (v 19)
Mivel a és b relativ primek, ezért az ugyanolyan aranyban allok koziil a

legkisebbek, és a nagyobb osztja a nagyobbat, a kisebb pedig a kisebbet.
(VIL 21.)

- ble

mivel a*b=c és a*e=d
- c~rd mintb=ze
- cld 4

3. ha nem relativ primek

a___ f h

b e g _

c__
d

f és e legyenek az ugyanolyan aranyban allé relativ primek.

Ekkor a*e=b*f :=c

Ekkor ¢ kozos tobbszordse a-nak és b-nek, azt allitom, hogy ez a legkisebb
ilyen.

4. Tfh. Létezik d, ami kdzOs tobbszoros, és kisebb c-nél.
Legyen annyi egység g-ben ahanyszor a megvan a d-ben, illetve h-ban meg
annyi, ahanyszor b megvan a d-ben.
- Ekkor a*g=b*h
- a=b, minth= g i 19)
- a=b, mntf= e (i19)
- h=g mintfze
f és e a legkisebb ilyenek, és ezek mint tudjuk osztjak a tobbi ugyanilyen
aranyban allé szamot. (vIL. 20.)
- elg
Tudjuk, hogy a*e=c, és a*g=d
- cld &
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35, Tetel — Ikkt — oszto
Ha két szam oszt egy szamot, akkor a legkisebb kdzds tobbszorosiik is osztja

Biz: indirekt

1. Ossza a és b CD-t, e pedig legyen a legkisebb kdzos tobbszorosiik.
Ekkor azt allitom, hogy e is osztja CD-t.

2. Indirekten tegylk fel, hogy e nem osztja CD-t.
Ekkor ossza DF-et, és legyen a nala kisebb maradék CF.
Mivel a és b osztja e-et, e pedig DF-et
- a és b is osztja DF-et (3. E.)
Viszont a és b az egész DF-et is osztja
- a maradék CF-et is osztjak (2. E.)
amely viszont kisebb mint az e, ami lehetettlen.
r'e

36. Tétel (feladat) — Ikkt — 3 szamra
3 adott szam Ikkt-jét keressik

Megoldas: indirekt bizonyitassal
hasonld, mint 3 szam legkisebb kdzos osztdja

37. Tétel — hanyad - oszto

Ha egy szamnak osztdja egy masik szam, akkor a szamnak van annyiad része, mint
amennyi oszto.

Biz:
1. Ossza az a szamot egy b szam, c-ben pedig legyen annyi egység, ahanyszor b
megvan a-ban.

2. Mivel b annyiszor van meg a-ban, mint amennyi egység van c-ben, és a d
egység annyiszor van meg c-ben, ahany egység van ebben
- A d egység annyiszor van meg c-ben, mint a b az a-ban
- Folcserélve tehat a d egység a b szamnak ugyanaz a hanyada, mint
a c az a szamnak
- A d egység viszont annyiad része b-nek, mint amennyi b
- Tehat c az a-nak szintén annyiad része.
Tehat c annyiad része a-nak, amennyi a b.
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38. Teétel — hanyad — oszto (2)
Ha egy szamnak létezik valamelyik hanyada, akkor a szdmot osztja az a szam,
ahanyad része a hanyad a szamnak.

Biz:
1. Legyen b az a-nak valahany hanyada, c pedig az a szam ahany hanyada.
Azt dallitom, hogy c osztja a-t

b d

2. b annyiad része a-nak, mint ¢, és a d egység annyiad része c-nek, mint c
- d a c-nek ugyanaz a hanyad, mint b az a-nak
g a d egység tehat ugyanannyiszor van meg c-ben, mint a b az a-ban

- folcserélve tehat a d ugyanannyiszor van meg b-ben, mint a ¢ az a-ban
(VIL 15.)

- C osztja a-t.

39. Tétel (feladat)— hanyad — legkisebb szam adott hanyada
Azt a legkisebb szamot keressiik, melynek léteznek adott hanyadai.

Megoldas: indirekt bizonyitassal
1. a, b és c legyenek az adott hanyadok

a__ b c_
d_ e f_
q_ h 2?2

Legyen d, e és f azok a szamok, ahanyad része a,b ill. ¢
2. g legyen ezeknek a legkisebb kdzos tobbszordse. (vir. 36.)
- g-nek léteznek annyiad részei, mint d, e, f, ezek a részek padig az a,
b, ¢ szamok
- tehat g-nek léteznek az a, b, c hanyadai
Azt allitom, hogy g a legkisebb ilyen

3. Indirekten tegyiik fel, hogy nem az, ekkor létezik ennél kisebb h szam, aminek
léteznek az a, b, ¢ hanyadai.
- H-t osztjak azok a szamok, ahanyad részek a,b és c (vi1. 38.)
- Ezek a szamok viszont d, e és f
- Tehat h-t osztja d, e, f és kisebb g-nél
r'd
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