A gorog matematika

Jegyzet Kutrovatz Gabor eldadasai alapjan

Készitették: Laczkd Agnes és Tamaga Istvan



1. eloadas

Miért fontos a matematika torténete?

e mikor, hogyan alakultak ki a fogalmak;

e torténész nézOpontja: A torténelem része a régebbi matematika. Mas részét tartja
fontosnak, mint egy matematikus.

e matematikus nézépontja: ,,Mi az, ami megeldlegezi az én tuddsomat?”

o 20rogok: Geometriai nézetbe akarjak helyezni az algebrat. Az algebrai tudést
Mezopotamiabdl vették at.

e Szab6 Arpad magyar vilagszinvonald tudomanytorténész szerint a gorogok geometriat
csinaltak, és nem geometriaba burkolt algebrat.

e Mezopotamia: rutinszerli receptek alakultak ki.

Miért pont a gorog matematika?

Eukleidész: Elemek Kilenc fejezet a matematikarol
(Sztoikheia) (Jiuzang Szuansu) (Kina)
e kb.i.e. 300 e kb.i.e. 250-150 (+ késObbi betoldasok)
e akorabeli matematikai tudas e akorabeli matematikai tudas
Osszegzése ¢s rendszerezése 0sszegzese
e 467 matematikai tétel e 246 matematikai probléma
e kb.a17. szdzadig a nyugati e kb. a 16. szdzadig (nyugati tudomany
matematikai tradicié mintaképe, a hatdsa) a legalapvetobb matematikai
legtdbbet tanulmanyozott és oktatott kézikonyv, ebbdl tanulnak a
matematikai ma kereskedok, hivatalnokok, stb. matekot
Feladat:

Hasonlitsd 0ssze a két fontos matematikai mii egy-egy ,,véletlenszeriien” kivalasztott
problémadjat! Miben latod a legfontosabb hasonldsagokat és kiilonbségeket?

9 fejezet 1. 28.

Kérdés: Adott egy jabb trapéz alakii mezd. A merdleges szélesség 65 bu. Az egyik oldal 100
bu, a masik 72 bu. Mekkora a teriilete?

Valasz: 23 mu és 70 bu-négyzet.

Moédszer: Add 6ssze a két oldalt és oszd el az Gsszeget kettdvel. Ezt szorozd meg a merdleges
szélességgel. Masképpen, szorozd 0ssze a merdleges magassag felét és a két oldal 6sszegét. A
szokdsos mddon valtsd at mura.

(Megjegyzés: A ,,Modszer” altalaban hianyzik. Az I. konyv 38 problémaja koziil 14 esetén
van megadva.)



Elemek I. 28.
Ha két egyenest egy egyenes Ugy metsz, hogy az ugyanazon az oldalon levd szemkozti belsd

szoggel egyenld kiils6 szog keletkezik, vagy ugyanazon az oldalon két derékszoggel egyenld
belsd szogek keletkeznek, akkor a két egyenes parhuzamos.
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Messen ugyanis két egyenest, AB-t és CD-t, egy EF egyenes gy, hogy a szemkozti GHD
bels6 szoggel egyenld EGB kiils6 szog keletkezzék, vagy az ugyanazon az oldalon keletkezd
BGH ¢s GHD bels6 szogek (egyiitt) két derékszoggel legyenek egyenldk. Azt allitom, hogy
AB péarhuzamos CD-vel. Minthogy ugyanis az EGB szdg egyenlé GHD-vel, az EGB szdg
pedig AGH-val egyenl6 (1. 15), igy az AGH szog is egyenld GHD-vel (Ax. 1). Es
valtészogek, AB parhuzamos tehat CD-vel (L. 27).

Masrészt, minthogy BGH és GHD (egyiitt) két derékszoggel egyenld, ¢és AGH meg BGH is
két derékszoggel egyenld (1. 13), AGH meg BGH egyenlé BGH meg GHD-vel (Ax. 1).
Vonjuk le a koz6s BGH-t, igy a maradék AGH egyenlé a maradék GHD-vel (Ax. 3). Es
valtészogek, AB parhuzamos tehat CD-vel (1. 27).

Ha tehat két egyenest egy egyenes ugy metsz, hogy az ugyanazon az oldalon levd szemkdzti
belsd szoggel egyenld kiils6 szog keletkezik, vagy ugyanazon az oldalon két derékszoggel
egyenld belsé szogek keletkeznek, akkor a két egyenes parhuzamos. Eppen ezt kellett
megmutatni.

Mi a kiilonbség és hasonlosag a két mi kozott?

az egyik csak menetet ad, mig a masik elmagyaraz (gérog)

van abra, ami segit megérteni

a kinai kiszamolja, vannak szdmok, mig a géor6g nem szamol

a kinai gyakorlatias problémakat ir, a gérog eltér ettdl

a gorogoknél hivatkoznak mas fejezetekre, a kinainal is van emlités, de nem

hivatkozik

a gorog matematika axiomatikus

e akinai tipikus a tobbi kulturdban felmertilé kérdésekkel, amire hasonl6 valaszt adnak
(pedig egymassal nem kommunikaltak)

o A gOrdg tisztan bizonyitd matematika: kisebb lathato dolgokat is bizonyit (pl.: az
atmérd metszi a kor kozéppontjat). Elemek: az elsé gorogoknél fennmaradt teljes
konyv.

e clobb-utobb a matematikanak bizonyitova kellett valni. A gordogok talaltak ki ezt.

o A gorogok ota csak a 19. szdzadban lettek 01jbdl ilyen bizonyité miivek, amik
szigorubb bizonyitasokka valtak. De még akkor sem voltak axiomak.



Az elsé axiomak a 19. sz. végén lettek.

e 20. sz. els6 felében minden matematikai dolgot axiomatikussé kellett tenni.
Eukleidész ota senki sem alkalmazta az axiomatikus matematikat, annak ellenére,
hogy felnéztek ra.

e 20rog: nem tartottak ,,isteni tiszteletlinek™ egy miivet (pl.: Egyiptomban a matematikai
szovegeket Thot-hoz kapcsoltak, igy hitelességiik kérdése fel sem meriilhetett)

e Késdbb csak az Elemeket tartottak matematikanak

Hogyan tudjuk a gorog matematikarol, amit tudunk?

e a gorogok papirusztekercsekre irtak, ami egy 1d6 utan elrohadt (két 6kori tekercs
maradt fenn Gorogorszag teriiletérol)

P. Oxy. i 29 (Oxyrhynchus Papyri)
— Eukleidész Elemek-jénck I1.5 tételét tartalmazo papirusz (Kr.u. 1-2. szazad. Egyiptom)
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Ellentétben Egyiptommal, ahol a szarazabb klima miatt fennmaradtak (i. e. 2000-

1200).

e Mezopotamidban agyagtablara irtak, tobb ezer maradt fenn (tdl sok is).

e A gordg kultara (igy a matematika is) Nagy Sandornak kdszonhetden megjelent
Egyiptomban, és meg is maradt.

e i.e. 300 koriil: Egy mumia mellett feltehetden legrégebbi, eredeti formaban maradt

fenn egy gorog tudomanyos szoveg részlete a naptarszamitassal kapcsolatosan. Nincs

sz6koz, irasjel, kis- és nagybetl. Alfabetikus szamirast hasznaltak, azaz az Abc-t

hasznaltak és feliilvonassal jelolték a szamokat.
P. Hib. i 27 (Hibeh Papvri)
—a feltehettleg legrégebbi eredetiben fenmmaradt gordg tudomanyos szdveg egy részlete
(Egyiptom, Kre 300 koril)
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A széveg modem atirata:
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Az angol forditas:

55 The night is 13 12" 45' hours, the day 10 3" 5' 30’ 90",
56 16th, Arcturus rises in the evening,

57 the night is 12 3" 15' 45’ hours, the day 11 9' 10 20'.
58 26th, Corona rises in the evening,

59 and the north winds blow which brings the birds, the night
60 i 12 2' 30" hours, the day 11 3" 10' 30'. Osirs

61 circumnavigates, and the golden boat is brought

62 out. Tybi 5th, the sun enters Aries. 20th, spring equinozx,
63 the night is 12 hours, and the day 12 hours

4 and the feast of Phitorois. 27th, Pleiades

65 set in the evening, the night 1s 11 3" &' 90’ hours,

66 the day 12 10° 30" 457, Mechir 6th, the sun enters

67 Taurus. Hyades set in the evening.

68 the night is 11 2’ 10’ 35' hours, . .

e i.u.79. A Vezuv kitorése eltemetett egy varosi konyvtarat, de megtalaltak és
konzervaltak a dokumentumokat, melyekben utalasok voltak az Elemek
tartalmara.

e 1. u. 888. Ha fontosnak tartottak egy miivet, akkor lemésoltak, ha nem, nem
masoltak le. (igy az Elemek el6tti matematikaval kapcsolatos szovegek elvesztek).

o Az Elemeket masoltdk. Ha nem értette a szerzetes, hogy mirdl szol, rosszul is
masolhatta. Ennek eldnye, hogy a torténészek tudjak, hogy mit mirél masolhattak.
Ha értették, eléfordult, hogy belejavitottak (pl.: rovidebben irtdk le a bizonyitast,
megvaltoztattak a tételek sorrendjét). Tobb tudos is hivatkozott az Elemekre, innen
is tudhaté, hogy ezek a masolatok abbol valok.



Bodlei kézirat D*Orville 301, 35% és 36" oldalak

— az Elemek legrégebbrol fennmaradt teljes példanyabol (Bizanc. Kr.u. 888). 115 és I1.6 tételek
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A kozépkorban eléfordult, hogy régi pergameneket hasznositottak ujra ugy, hogy a
régi szoveget lemostak rdla. Pl.: a 13. szdzadban egy szerzetes ijrahasznositott egy
10. szazadi pergament, melyrdl késdbb kidertilt, hogy Archimédesztdl valo a mii.
Mivel az eredeti szoveg mélyen belekarcolodott, sikertilt elolvasni. Ez a pergamen
az elsd vilaghaboruban eltlint. Nem rég talaltdk meg (100 éves torténet).



2. eloadas

Hogyan irtak a gorogok szamokat?

Két szamirasi rendszer, melyek egymast kovették idében:

Attikai szdmiras — alfabetikus szamirds: az Abc betiiivel jelolik a szamokat:
I=1; I'=5; A=10; H=100; X= 1000; M=10000.
I. e. 9-5. sz. kozott hasznaltak a fejlett matematikai kultara elétt. (Ezelott
nincs irdsos emlék.)
[6n szamiras:
I. e. 5. szazadtol;
1-9: a gbrog Abc 9 elso bettije:
a’ B’Y’ 83’ 83’ g’ C’ n’ 9
10-90:
LKA WV, E0,T,Q
100-900:
P, 0, T, 0, O, %, W, ©, )
1000-9000: elétesziink egy vesszot

.0, B, .Y, .0, .6 .6, .6, .1, .0
M=10000

pl.: 2009: BS
Feliilvonassal jelolték, hogy szdmrdl van szo6.

Probléma: Csak 10000-ig vannak szdmok?

Csak matematikaban, gazdasagban jott eld.

pl.: 20000: i
fgy mér 100 milliéig tudtak szamot irni, ennél nagyobb szamokra nem
volt sziikség (a gyakorlatban). Archimédeszt ez zavarta. EIG is terjesztett
egy Ujfajta szamirast, de a gérogdk nem vették at.

Hogyan lehet miiveleteket végezni?

Osszeadni tudtak fejben
a szorzas jele az em. A modszer: 73x52=70x50+70x2+3x50+3x2. (nekiink azért
konnyebb, mert kihasznaljuk helyiértékes szdmirasunkat)
egyiptomi modszer: felirtadk a konnyen kiszamithat6 tobbszordsiiket és 0sszeadtak.
pl.:
73
7300 | 100
3650 | 50
146 | 2

3796 |
hasznaltak abakuszt (meglepden gyorsan lehet vele szamolni)
elterjedt az arab szdmirds, ami mar helyiértékes (az arabok atdolgoztak az indiai
modszert)
algebristdk ____, o abacistak (szazadokon at tartott a vita, az algebristak
arab szamok rémai szdmok + abakusz gyoztek)




A gorogoknél nem volt nulla. Nullara csak a helyiértékes szamirasban van sziikség
az iires helyek jelolésére.

Negativ szamokra sem volt sziikség. (Nem mondtak, hogy -5 bardnyom van.)
Nulla helyett azt mondtak, hogy nincs, negativ szamok helyett pedig tartozasrol
beszéltek.

17. sz. Descartes

Newton idejében valt elfogadottd a minusz hasznalata

tortek: Mar az Iliasz emliti a torteket. Nyelvileg léteztek tortek, de csak az
egységtortek voltak jellemzoek (pl: 1/2, 1/5). A torteket a mostanitdl eltérden
forditva irtak. A nevezd volt feliil, a szamlalo pedig alul (pl: a négynek a
harmada). Tortvonalat nem hasznaltak. (Késébb megfordul)

Babiloni szamiras

—_—— e
- ..

L]

228 61: a

Nagy Sandor hoditésai alatt
Mezopotamia: csillagaszat, mérések (ezekben voltak kiemelkeddk)
A babiloniai szamrendszer 60-as. (a hatos ¢és a tizes keveredése)

= 10: 4 (az irdvesszd két vége ilyen nyomot hagyott az agyagtablaban)
2, ...10, 20, ..., 60

v 4 44 v

nem volt 0

a kontextus hatarozta meg a szamot (hogy 1 vagy 60 vagy 360)
a gorogok bevezetik a nullat, a babiloniak nem.
kicsit tavolabb irtdk a jeleket, ha nem egy szdmot jelolt.

T v

az 1/6-nak is ¥ volt a jele (6™)

A gorog matematika nyelve

nem nagyon szerepelnek szamok

amig nem vették at a babiloni szogmérést, a derékszog volt az egység
altalanossagban akartak fogalmazni

amikor mi azt irjuk altalanossagban, hogy a + b =b + a, az akkori gor6gok nem
értenék, mivel 0k alapbol betiiket irtak

a logikaban megjelentek a betlik valtozoként

A pont: 10 A = az alfa (16 semleges néveld) a pont szot (onpeob) kihagyja, a
néveld neme mutatja, hogy pontrél van sz6 (mivel a pont sz6 is semleges nemtl)
AB szakasz: n° AB (a n° nénemi hatdrozott néveld) a vonal/szakasz sz6 (ypapun)
kimarad.

tertilet: ha téglalap: akkor 16 AB =AB teriilet, ahol A és B a téglalap két atellenes
csucsa

ABC szog (B a szog cstcsa) : n° vro tdv ABT (ahol n° :néveld (itt kimarad a
sz0g sz0) v'mo = rajta tv: néveld (itt kimarad a pontokon sz0) alfa, béta, gamma)
a matematika szaknyelv, amit értettek, ha nem tanultak

altalaban betartottdk az Abc sorrendet szakaszok, szogek megadéasakor



a gorog szovegek hivatkoznak az dbrara. Eléfordul olyan pontok emlitése,
amelyeket nem adnak meg a szovegben, ilyenkor csak az abra segit, lehetetlen
csak szovegbdl rekonstrudlni az abrat.
betli: - meghatarozott;
- részben meghatarozott: tudjuk, hogy egy szakasz valamely
végpontjardl van szd, de azt nem, hogy konkrétan melyikrol.
- meghatarozatlan
- valtoz6 meghatarozottsagu: egyre egyértelmiibbé valik a feladat
folyaman
PIL: Elemek 13. konyv? 838 betii, 47% meghatarozott, 8% részben meghatarozott,
19% meghatarozatlan, 25% valtozé meghatarozottsagu. Kovetkezmény: az dbra
elengedhetetlen.
Milyen sorrendben keletkezett az abra, szoveg? Az abra akkor keletkezett, amikor
a szoveg mar megvolt (van kivétel).
A gondolatmenet megvolt korabban, rajzoltak egy abrat, gyakoribb volt, hogy
elobb a szovegbe vitték be a betiiket, majd az abraba (van kivétel).
Hogyan oktattak?
- fehér tablaba karcoltak, majd Ojrafestették;
- homoktabla: vizszintes keret, amiben nedvesitett homok volt
(gyakoribb)
rogzitenek bizonyos jelentéseket (pl: a kozéppontra két szavuk van, de a
matematikaban csak egyet hasznaltak)
szik nyelvezetii
783 sz6bdl 74 kiilonbozo (Apolloniosz)
783 sz6bdl 200 kiilonbdzo (Arisztotelész)
technikai nyelvet hasznaltak a gorogok
A szdveg elemezhetd formulak szempontjabol. Mar Homérosz is hasznalt allando
kifejezéseket, amiket rengetegszer hasznal. A matematikaban is vannak miveleti
formak, bizonyitasi médszerek, amiket nem valtoztatnak.

10



3. eloadas

Thalész (i. e. 6. sz. eleje)

6 foglalkozott eldszor matematikaval, csillagaszattal... még politikaval is

Milétosz varosaban tevékenykedett

az ¢életérol kevés maradt fenn (1-2 oldalban 6sszefoglalhat6)

Platon és Arisztotelész utaltak ra: Platon szerint szorakozott volt, a csillagokat
vizsgalta, de nem nézett a laba elé. Arisztotelész szerint szerény életet €lt, nem
torekedett pénzre, de megmutatta, hogy bolcsességbdl meg is lehet gazdagodni. Ezek a
forrasok nem tlintek megbizhatonak, mivel joval Thalész halala utan iro6dtak.

e Proklosz: Kommentarokat irt az Elemekhez, amelyben hivatkozik Thalészra

e FEudémosz (Arisztotelész volt a mestere) is hivatkozott Thalészra (ezek sem
tekinthet6k megbizhato forrasnak)

Tételei:
e az atméro felezi a kort
e cgyenldszari haromszdgek alapon fekvd szogei egyenlok
e csucsszogek egyenlok
e ha két haromszogben egy oldal és a rajta fekvo két szog rendre egyenld, akkor a két
haromszog is egyenld

e Tehat Thalész els6sorban sikgeometridaval foglalkozott. A Thalész-tételt is neki
tulajdonitjak, bar egyesek Pithagorasszal kotik ossze.

e Ekkor az allitasok egyértelmiibbek, mint a bizonyitasok.

e 20rogiil a bizonyitds sz6 megmutatast jelent

e Mar ekkor kezd korvonalazddni, hogy egy tétel kimondasdhoz mar valamilyen
elézoleg kimondott ,,tételek” kellenek (pl.: az Elemekben mar talalhato ilyen).

e olyan allitdsokat is bizonyit, amelyeket nem lenne fontos (mert latszik szemléletbdl)

e M:¢értant Egyiptomban tanult. A torténet szerint megmutatta az egyiptomi papoknak,
hogy hogyan lehet megmérni a piramis magassagat. Leszurt egy botot, és amikor az
arnyéka éppen olyan hosszu volt, mint a bot, akkor lemérték a piramis arnyékat (a
gond az, hogy 45 fokos beesési szognél a piramis arnyéka a piramis oldalara esik).

e Megjosolt egy napfogyatkozast (ezzel tudjak beazonositani, hogy mikor élhetett, mivel
kiszamolva a napfogyatkozas i. e. 585-ben volt). Ugyancsak nem valoszinii, hogy meg
tudta volna josolni, mivel ekkor még a csillagaszat gyerekcipdben jart.

e Irt konyveket, de nincs rola semmilyen feljegyzés, utalas a tartalmara. Inkabb szoban
tanitott.

Piithagorasz és a piithagoreusok (i. e. 5. sz. eleje)

e Azon a teriileten sziiletett, mint Thalész
e Politikai kort hozott 1étre, de tanait hamar besziintették. Uldozték, ezért Dél-Italiaba
menekiilt.
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Piithagoreusok

Platon

Kepler

vicces embereknek allitjdk be dket, mert fehér csuklyas ruhaban jartak (Platon mar
komolyan vette 6ket)

Vallasi szektat alapitottak, mely két részbdol allt. A kiilsoé korben 1évok csak
hallgattak a tanitdsokat. A bels6 kor tagjai a tanitvanyok voltak, akik egyiitt éltek,
szigoru ¢életvitelt folytattak Piithagorasz vezetésével.

hittek a l1élekvandorlasban (ember-allat kozott is)

Hippaszosz, a kiilso kor vezetdje irt egy konyvet, melyben leleplezte a
piithagoreusok titkait. Igy felszamoltak a szektat. (Hippaszosznak bosszibol
¢letében sirt épitettek, hogy megatkozzak. Erre rovidesen Hippaszosz hajoja
elsiillyedt.)

Ok is kutattdk az arkhét (=kezdet), a vilag alapelvét. Kis-Azsiaban ezt valamilyen
anyaggal azonositottak, mig a pithagoreusok tigy gondolték, hogy ez a szam.

A Piithagorasz-tételt nagy becsben tartottak. Az Elemek els6é konyvének
zarotételei a Pithagorasz-tétel €s a megforditasa (47-48 tétel). Egyesek szerint a
tétel nem is Piithagorasztol van. A feljegyzés szerint a tétel megalkotasa utan
Pithagorasz okrot (mashol bikat) dldozott megkdszonve az isteneknek. Azonban
plithagoreushoz hiven 6 nem 6lhetett (ehetett) meg allatot (mivel hittek az
emberek-allatok kozti 1élekvandorlasban).

Foglalkoztak szabalyos sokszogekkel (Elemek IV), testekkel (Elemek XIII) is.
Az 6tszogben az 4tlok aranymetszésben (Elemek XIII) metszik egymast. A
szabalyos G6tszdget titkosan hasznaltak a szekta tagjai, mint szimbdlum, mivel 6k
meg tudtak szerkeszteni. (Gauss: azon szabalyos prim sokszdgeket lehet
megszerkeszteni, amelyek oldalszdma Fermat-prim)

Szabalyos sokszogeket irtak a gombbe és igy megkaptak a tetraédert, ikozaédert,
dodekaédert. Térszogekkel szamoltak. (Elemek XIV-XV ez mar utdlag kertilt
bele.)

e Timaiosz c. miivében ir a vildg keletkezésérél. O nem szamokra, hanem
geometriai alakzatokra vezeti vissza.

e Kitiintetett alakzatok: az egyenldszaru derékszogli haromszog és a 90, 60, 30
fokos haromszog. Ebbdl allnak 6ssze a testek: kocka, tetraéder, oktaéder,
ikozaéder. Ezekbdl épitette fel a vilagot. A legmasszivabb a kocka, tobb kocka
szépen megall egyméson. Tehat a kocka a fold. A tetraéder hegyes, szur, tehat
az a tliz. Az ikozaéder a viz, mivel nagyon hasonlit a cseppekre. Igy a levegd
az oktaéder, mivel nehezebb, mint a viz, vagy a fold.

e (sak egymasba tudnak alakulni. Ha a viz szétesik, lesz beldle két tliz és egy
levegd. 2 tliz=1 levegd, mivel 2 tiiz = 2 tetraéder = 8 szabalyos haromszog =
oktaéder= levego.

e Voltak piithagoreusi gondolatai

e cgyes gdombok koz¢é milyen testek irhatok? A bolygok koze (6 db) 5 szabélyos test
irhat6 (Isten szandékosan igy teremtette a vilagot).
e piithagoreusi hivd volt
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4. eloadas
Pithagoreusok aritmetikaja

tulnyomorészt geometria, csak néhany tiszta aritmetikai kérdéssel foglalkoztak
az Elemekben is el6fordulnak tisztan aritmetikai tételek

Euklidesz utan mar nem foglalkoztak vele

kés6bb Diophantosz visszatér ra

a vilag alapja (Arkhé): a pithagoreusok szerint a szam.

Osszefiiggésben all a szammisztikaval

Bevezetés az aritmetikaba c. 01j pithagoreus konyv

mindegyik szamnak megvan a maga jelentése: 1=vilag, 2=térfi, 3=nd,
5=(2+3)=hazassag

e legszentebb szam: 10. — szent tetraktiisz:

- els6 4 szam Osszege (SR
- 1 pont o oo

- 2 egyenes 0000
- 3 sik
-4 tér
- oktav, kvart, ... is kifejezhetd
- 10-es szamrendszert hasznaltak
- probaltak mindenbdl tizet csindlni: pl.: 10 ellenpart alkottak:
jO-1085Z
négyzet-téglalap
egyenlé-nem egyenld
gorbe-egyenes
egy-sok
hatar-hatartalan
paros-paratlan stb.
10 bolygo: a vilagegyetem kozepén a Fold all, de a pithagoreusok szerint a Fold nem
mélto erre, igy szerintiik a kozepén valamilyen tiiz all. Hogy meglegyen a 10, ugy
gondoltak, hogy a tliz masik oldalan all az Ellenfold (Arisztotelész leirasa szerint).
e kavics aritmetika — figuralis szdmok (alakzatba raktak ki a szamokat)
o forrasok:
-Arisztotelész: Minden dolognak megvan a szdma, minden szamnak megvan az alakja.
- egy dramaban: Ha elvesziink egy kavicsot parosbdl paratlant, paratlanbodl parosat

O

csinalunk. O
-Bevezetés az aritmetikaba 'S OO
e haromszogszamok pl.: o o O o OO
OO O OO L T B
5 tszamok pl.:
e négyzetszdmok p 0600 oD oo
o O o o0 OO
OO o0 OO
e téglalapszamok pl.: 0o OO0 O
DO DO
DOY senon
OO s odod



o Osszefliggéseket allapitottak meg:
- az els6 n paratlan szam Gsszege= n’

- az els6 n paros szdm Osszege=n(n+1) OO

S8 88 e
o000 00000

- az els6 n szam Osszege=n(nt1)2 @ ~ & o o

L B N R

- volt 6tszogszam és hatszogszam is

- két egymast kovetd haromszogszam 0sszege négyzetszam
& 000

®® 0
L B

L N N B
- 8*haromszogszam+1=négyzetszam

e Az Elemek 7-8-9. konyve foglalkozik aritmetikaval:
-n*m sikszam (~téglalapszam, 7. konyv)
-r*n*m térszam
- sik-, térszam hasonl6, ha oldalaik aranyosak

Hogyan nézett ki az aritmetika?

e 23 definicio
-7/1: egység
-7/2: szam=egységekbdl 0sszetevddo sokasag
-9. b/a=d/c => c/a=d/b
-15. a/1=c/b =>b/1=c/a
-a 0 és a negativ szdmok nem szamok
-Nem hasznaljak a végtelen kifejezést. Azt mondjak: ,,sokasagatol is tobb van”
-1 a legkisebb szam
-nem lehet az egységet kisebb részekre torni
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paros=kettébonthatd

paratlan=ketté nem bonthato

9/21 tétel: barmennyi paros szamot adunk 6ssze, parosat kapunk

9/21-36: ,,paros és paratlan tana”

9/36: ha 2""'-1 prim, akkor (2™"'-1)2" tokéletes szam

ezek a tételek utolag keriiltek az Elemekbe

7/23: tokéletes szam (=osztoinak sszege egyenld a szammal) pl.: 6. Szent Agoston
szerint éppen ezért az sem véletlen, hogy Isten 6 nap alatt teremtette a vilagot. Ok a
6,28,496,8128 tokéletes szamokat ismerték.

12. definicid: primszam: csak az egységgel oszthato.
baratsagos szadmpar: ha két szam egymas osztdinak Osszege

Mathémata

(innen szarmazik a matematika szavunk)
pithagoreusok talaltak ki

részei: aritmetika, geometria, csillagaszat, zene.
mindenki tanulta ezeket a kozépkorban

Pithagorasz egy kovacsmiihely mellett elmenve kiillonb6z6é magassagli hangokat
hallott a kalapacsiitésekben. R4jott, hogy a hangok magassaga a kalapacs fejének
nagysagatol fligg. Otthon kiakasztott a falra azonos hosszu, vastagsagt htirokra
sulyokat, melyek tomegének aranya: 12:9:8:6 volt.

-oktav: 12-6

-kvint: 9-6

-kvart: 8-6

De fligghet a hurok hosszatdl is. Monochord: egy kifeszitett hir, melyet le lehet fogni
(pl.: a felénél lefogva oktavot kapunk). Késdbb felosztottak, ezzel tobb lefogasi
lehetdséget alkotva. Ez lett a kédnon.

Euklidesz: A kdnon metszése: arany €s zeneelméleti mi

arany: logosz (tobbjelentésti sz0)

aranypar: analdgia

kvint + kvart = oktav 3/2*4/3=2/1 Hogy lehet az, hogy ami a zenében Gsszeadas, az a
matematikaban szorzas? Bevezettek kozepeket:

-szamtani kdzép

-harmonikus kézép

-,,mértani kozép” a gorogok kozépardnyos szamnak nevezték. Nem mindig lehet
kiszamolni.

-specialis kozéparanyos: egész-része kozott fennallo arany. Aranymetszés. Mindkét
arany geometriailag megoldhaté barmely szamokkal.

-Minden szam kifejezhetd aranybol (de ez nem igaz).
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5. eloadas

Irracionalitas

e A legenda szerint Hépatészosz irt egy konyvet arrdl, hogy vannak olyan viszonyok,
amiket nem lehet szamokkal leirni (ami titok volt a pithagoreusok kozott).

e Atkell vinni geometridba: pl.: aranyok: mértani kozép gyakran kivezet a szamok
korébol. Az aranymetszés mindig kivezet a szamok korébol.

e Megoldas lehet, ha atvissziik geometriaba.

e Platon: Kapcsolatban allt a pithagoreusokkal, akik hittek a 1élekvandorlasban. Azt
gondolja, hogy amit tanulunk, azt mar korabban mind tudtuk, igy csak vissza kell
emlékezniink. Szerinte van olyan allapot, amikor csak a lélek 1étezik, és mindent tud,
¢s amikor testet kap, megtanul latni, hallani....stb. Szokratész probalja bizonyitani ezt.

e Nem tudjuk pontosan, hogy hogyan fedezték fel az irracionalitast. Valtakozva kivonas
modszere (Euklideszi algoritmus a legnagyobb k6zds osztd megtalalasara). Négyzet
4tloja 6sszemérhetetlen az oldalaval (Elemek X. konyv). Osszemérhetetlen az 6tszog
atloja az oldalaval (aranymetszéEs).

Bizonyitasok

Bizonyitas a négyzet atldjanak és oldalanak dsszemérhetetlensége:
Kisebbdl indulunk és egyre nagyobbakat szerkesztiink.

air1=dita
div1=aitaii=2ai+d;
Legyen a;=1 és d;=1. Ekkor di/ai=1 e it
fgy: a=2 d,=3 1,5 A
a3=5 d3=7 1,4 i
a4=12 d4:17 di

... egyre jobban megkozelitjuk a V2-t.
Pithagorasz-tételt alkalmazva: 2ai2=di
2a,°=2=d,*+1
2a,°=6=d,"-1

(Az 6tsz0g oldalanak ¢€s atlojanak 6sszemérhetetlenségének bizonyitasa hasonldan torténik, itt
az a; és d;-re a Fibonacci szamokat kapjuk)

Indirekt bizonyitas a \2 irracionalitasara:
Tegytik fel, hogy d/a=m/n relativ primek.
Ekkor 2n’=m” innen kévetkezik, hogy m* paros, tehat m is paros, igy n paratlan, mivel m és n

relativ primek. Ekkor 2m?*=(2r)* innen n°=(2r)* tehat n’ paros, azaz n is. Ez pedig
ellentmondas.
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Indirekt bizonyitas

a filozofidban is jelen volt

Platonnal is felmertilt

P —bdl kovetkezik az ellentmondas, tehat P nem igaz (—P)

ez nem bizonyitas, hanem cafolas

Tegylik fel, hogy —P-bdl ellentmondés kovetkezik, ekkor =P igaz. (kizart harmadik
elve--- Pv—P mindig igaz)

ellentmondas lehet:

-egymasnak ellentmondo (pl.: paros-paratlan)

-mar bizonyitottnak ellentmondo

-végtelen regresszusra visszavezethetd bizonyitas (pl: barmilyen szamot oszt
valamilyen primszam VIIL. 31.)

pl: - nem tudunk eljutni A-bdl B-be: eldbb az ut felét tessziik meg, aztdn a
hatramarado felét.... sosem ériink B-be, mivel végtelen a tavolsag, de véges az ido.
-Akhilleusz és a teknds versenye: Akhilleusz elonyt ad a tekndsnek. Mire A odaér,
ahol a teknds van, addigra a teknds elére mozdul. Mire A a teknds 1) helyére érne,
addigra a tekndc Gjra elmozdul... (Parmenidész)

- Egy 1étez6 van. Tegyiik fel, hogy két 1étez6 van. mi van a kettd k6zott? Nem 1étez6?
Ez nem lehet. Tehat 1étezd van koztiink. De ekkor ez mar a harmadik. Ezt
folytathatjuk. Nem lehetséges, hogy végtelen 1étezd legyen, tehat csak egy 1étez6 van.
- Van létez6 és nincs nem 1étezd, vagy nincs létezd €s van nem 1étez6? Tegyiik fel,
hogy a Iétez6 keletkezett. Mib6l? Ha 1étezObdl keletkezett, akkor ez csak atalakulas.
nem létez6bol pedig nem keletkezhet semmi. tehat a 1étez6 nem keletkezett.
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6. eloadas

Elemek II. konyve — ,,geometriai algebra”

Gnémodn

A gndémon szdmok L alakba rendezhetd szamok.

I.1.

1.2.

11.5.

I.6.

mindent le akartak forditani geometriai algebrara

atvették a mezopotamiai algebrat

alb+c+d+..)=ab+ac+ad+ .. .

szam= mennyiség, nagysag. gy jelolhetjiik szakasszal (AB), téglalappal (AC — az
atellenes pontok), esetleg téglatesttel.

Kivonasnal csak nagyobbdl kisebbet.

Az 0sszeadas problémas lehet. Csak szakaszt szakasszal, sikidomot sikidommal. Az
algebra ennél szabadabb. A szorzés is csak specialis esetekben értelmes (pl.: szakasz
szakasszal= téglalap, szakasz téglalappal = test).

A gorogok megprobaltak minden algebrai tudast geometridra tiltetni. Sokszor ez
nehézségekbe iitkdzott. A cél az volt, hogy az egyes eredmények geometriaban
abrazolhato legyen (ez kb. 17. szazadig fennallt).

a b

(a+b)a+(a+b)b=(a+bh)

a+h

ab + [¥%(a + b) = b]* = [%(a + b))

(2a + b)b + @’ = (a + b)?
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I1.11. tétel
(atb)b=a’

Vesziink egy AB szakaszt, rajzolunk ra egy négyzetet. Az AC
felezépontja legyen E. Osszekotjiik E-t B-vel. Az EB
tavolsagot ramérjiik az AC oldalra E kezddponttal, a végpont
legyen F. AF-re négyzetet rajzolunk, mely AB-t H-ban
metszi. Ekkor az 6sszefliggésben (a+b)b a piros/lila szinli
teriilet, mig az a” a kék/lila. Az egyenletet atalakitva lathatjuk,
hogy az AB szakaszt H aranymetszi.

Bizonyités a 6. tétel segitségével.

14. tétel

Egyenes vonalu idombol szerkeszthetliink megegyez6 teriiletli négyzetet.
El6szor felosztjuk az idomot haromszogekre, majd parallelogrammat készitiink eldle
felhasznalva a kozépvonal tulajdonsagat.

Aztan Osszeillesztjlik a parallelogrammakat. Majd atdaraboljuk téglalappa, végiil négyzetet
készitiink.

I. 44. Tétel

Hlllesszlink (megj I 44 1) adott szakaszhoz adott haromszdggel egyenld, adott egyenes
vonall szégli paralelogrammat!

Legyen AB az adott szakasz, C az adott haromszog, x pedig az adott egyenes vonalu szog. Az
adott AB szakaszhoz kell tehat az adott C haromszdggel egyen-16 €s x-el egyenld szogl
paralelogrammat hozzailleszteni.



Szerkessziink egy, a C haromszoggel egyenld és az x-el egyenlé EBG szogti BEFG
paralelogrammat (I_42), és ugy helyezziik el, hogy BE ugyanazon az egyenesen legyen, mint
AB, (megj 1 44 2) és hosszabbitsuk meg FG-t H-ig, és A-n 4t a BG, EF egyenesekkel
parhuzamosan hiizzuk AH-t (I_31), és huzzuk meg HB-t. Es mint hogy a parhuzamos AH-t és
EF-et metszette 4t HF, igy az AHF, HFE szogek 6sszege két derékszoggel egyenld (I_29).
Tehat BHG és GFE (== HFE) 0sszege kisebb, mint két deré¢kszog (Ax_8); de az (egylitt) két
derékszognél kisebb szogek iranyaba végteleniil meghoszabbitott egyenesek talalkoznak
(P_5), tehat HB és EF meghosszabbitva talalkozni fognak. Legyenek meghosszabbitva, és
talalkozzanak K-ban, és a K ponton at az EA, FH egyenesekkel parhuzamosan huzzuk KL-t
(I 30, 31.), és hosszabbitsuk meg HA-t és BG-t az L, illetve M pontig.

HLKF tehat paralelogramma, HK pedig egy atloja, és AG, ME a HK melletti
paralelogrammak, LB ¢és BF pedig az ugynevezett parapléromak; LB egyenl6 tehat BF-fel
(I 43). De BF a C haromszoggel egyenld, tehat LB is egyenld C-vel (Ax_1). Es minthogy a
GBE szog egyenl6 ABM-mel (I _15), masrészt a GBE szog x-el egyenld, az ABM szog is
egyenld az x szoggel (Ax_1).

Tehat az adott AB szakaszhoz az adott C haromszoggel egyenld és x szoggel egyenl6 ABM
szO0gli paralelogrammat illesztettiik. Eppen ezt kellett megtenni.”

28. tétel Teriiletillesztés tobblettel
Adott egy a hossz, T teriilet és egy 6 alakzat (parallelogramma). Szerkessziink a-hoz egy T-

vel egyez0 teriiletli 5-hoz hasonlo alakzatot. Ez egy masodfoku probléma. Ha téglalapokkal
szamolunk, olyan masodfoku problémat kapunk, melyben ott az ellipszis egyenlete.

—
o

29. tétel Tertiletillesztés hiannyal

Illessziink egy adott szakaszhoz adott sokszoggel egyenld paralelogrammat gy, hogy egy
adotthoz hasonlé paralelogramma 16gjon ki. Ennél a problémanal a hiperbolat kapjuk, mint
masodfoku egyenlet.




7. eloadas

Problémas szerkesztések:
e szogharmadolés
e kockakettdzés
o kornégyszogesités (Methon foglalkozott vele)

Megoldasok:

Ezek problémak ismertek voltak, megjelentek a hétkdznapokban is.

Antiphon (i. e. 5. szazad kozepe)
e Athén megerdsodott, a politika kdzpontjava valt, igy ide aramlottak a vilag minden
pontjardl a tudosok, kereskeddk, akik pénzért arultak a tudasukat. Athén intellektualis
kozpont maradt akkor is, amikor gazdasaga hanyatlott.

Kor négyszogesitése

Tegylik fel, hogy a kor egy nagyon sok oldalu sokszdg. Azt tudjuk, hogy barmilyen sokszog
atalakithato négyzetté, tehat a probléma megoldhat6. Ez nyilvan rossz megoldas, mivel a
sokszOget egyenes vonalak hataroljak, mig a kort gorbe. Az elmélet azonban nem hasztalan.
Ezt a modszert felhasznaljak késobb becslésekre. Pl.: Fibonacci 96 oldalt sokszogbdl
kozelitette a pi értékét.

Hippokratész

nem szofista

kereskeddként érkezett Athénba, de elloptdk mindenét

filozofus-matematikusnak allt

6 volt az ,.,els6”, aki Elemeket ir, és ¢ taldlta ki az indirekt bizonyitast (nem biztos)
a kornégyszogesitéssel is foglalkozott

Hippokratész holdacskai (forras)

(Szimplikiosz idézi Eudémoszt)

Miutan ezt bebizonyitotta, azt is megmutatta, hogy lehetséges egy olyan holdacskat négyszogesiteni,
melynek kiilsé keriilete egy félkor. Ezt Ugy érte el, hogy félkort irt egy egyenl&szaru derékszogl
haromszog koré, és az alapra olyan korszeletet irt, amelyik hasonlé az oldalak altal levagottakhoz.
Mivel az alapon fekvé korszelet egyenld az oldalakon

fekvGk Osszegével, ezért ha a haromszognek az alapon

fekvé korszelet feletti részét mindkett6hoz hozzaadjuk, a
holdacska egyenl6 lesz a haromszoggel.

igy a hold, minthogy a haromszdggel egyenlének

bizonyult, négyszogesithetd.

Feltéve tehat, hogy a holdacska kiilsé kerilete a félkor,
Hippokratész konnyedén négyszogesitette a

holdacskat.

Ezek utan egy olyan keriiletet vett, amely nagyobb a félkornél,
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annak a trapéznak a segitségével, amelyben harom oldal
egyenl6, mig a parhuzamos oldalak kozil a hosszabb akkora,
hogy a ra emelt négyzet haromszorosa a tobbi oldalra emelt
négyzeteknek, és ezt a trapézt foglalta korbe, majd
legnagyobb oldalara olyan korszeletet irt, amelyik hasonld a
tobbi oldal altal a korbdl levagottakhoz. [...]

Hogy az emlitett kdrszelet nagyobb a félkérnél, az vildgos
abbdl, ha atlét hdzunk a trapézba. Mivel az erre a két oldalt
atfogo atldra emelt négyzet nagyobb, mint a maradék oldalra B E

emelt négyzet kétszerese.

igy a trapéz legnagyobb oldalara emelt négyzet kisebb, mint az atléra emelt négyzetnek és a
maradék, a legnagyobb oldal és az atlé altal atfogott oldalra emelt négyzetnek az 6sszege.
igy a trapéz legnagyobb oldalara nyil6 szdg hegyesszog.

igy az a szelet, amelyik tartalmazza az emlitett szdget, nagyobb a félkornél. Es ez a korszelet adja a
holdacska kilsé keriletét.

[A négyszbgesités menete nincs ismertetve, de ugyanaz, mint az el6z6 esetben.]

Hippokratész egy olyan esetet is megoldott, ahol a kiilsé kertilet kisebb, mint a félkor, és az aldbbi
szerkesztést adta.

|

Rajzoljunk kort AB atmérével, melynek kozéppontja legyen K.

Felezze CD a BK-t derékszogben, és az EF egyenes szakaszt Ugy huzzuk be CD és a keriilet kdzé, hogy B
felé mutasson, mig a rd emelt négyzet legyen masfélszerese a sugdrra emelt négyzetnek.

Hazzuk meg az AB-vel parhuzamos EG-t, és hlzzunk K-bdl egyenes szakaszokat E-be és F-be.

Az F-be huzott szakaszt hosszabbitsuk meg G-ig az EG szakaszon, és B-t6l is huzzunk egyenes
szakaszokat F-ig és G-ig.

Ekkor nyilvanvald, hogy BF meghosszabbitdsa at fog menni E-n, és BG egyenl6 lesz EK-val. [...]

Mivel ez igy van, azt allitom, hogy az EKBG trapéz korbe irhaté.

irjunk az EFG haromszog koré is egy korszeletet, ekkor vildgos, hogy az EF, FG korszeletek mindegyike
hasonlé lesz az EK, KB, BG korszeletek mindegyikéhez.

Ekkor az a holdacska, melynek EKGB a kiilsé keriilete, egyenl lesz azzal az egyenes vonalu alakzattal,
amelyet a BFG, BFK és EKF haromszogek tesznek ki.

Ugyanis azok a korszeletek, amelyeket a holdacska bels6 oldalan az EF, FG szakaszok vagnak ki az
egyenes vonalu alakzatbdl, egylitt egyenlék az alakzaton kivil talalhatd, EK, KB és BG egyenes
szakaszok altal levagott korszeletekkel, mivel a belsé korszeletek mindegyike masfélszerese a kiilsé
korszeletek mindegyikének, hiszen feltettiik, hogy az EF-re emelt négyzet masfélszerese az EK-ra
emelt négyzetnek.

igy ha a holdacska egyenlS a harom kérszeletnek meg az egyenes vonalu alakzat és a két korszelet
kilonbségének az 6sszegével, ahol a trapéz magaban foglalja a két korszeletet, de a harmat nem, és a
két korszelet 6sszességében egyenld a harom korszelettel, akkor ebbél kovetkezik, hogy a holdacska
egyenld az egyenes vonalu alakzattal.

Azt, hogy a holdacska kiilsé keriilete kisebb a félkornél, azzal bizonyitja, hogy a kiilsé kérszeleten |évé
sz6g tompaszog.
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Azt pedig, hogy az EKG sz0g tompaszog, a kovetkezbképpen bizonyitja.

[ltt a szbvegq sérlilt, az adott érvelést csak rekonstrualni lehet.]

igy aztan Hippokratész minden holdacskat négyszogesitett, nemcsak azt, amelyiknek a kiilsS keriilete
egy félkorivvel egyezik meg, hanem azt is, amelynek kiilsé kerilete nagyobb, és azt is, amelyiknek
kisebb a félkornél.

Emellett négyszogesitette egy holdacska és egy kor dsszegét is, a kovetkez6képpen.

Rajzoljunk két kort K mint kozéppont koriil, ugy, hogy a klls6 atmérdjére emelt négyzet legyen
hatszorosa a belsé atméréjére emeltnek.

irjunk a belsé kdrbe egy ABCDEF szabdlyos
hatszoget, hizzuk meg KA-t, KB-t és KC-t, és
hosszabbitsuk meg ezeket a kiils6 korig. Hazzuk
be GH, HI és Gl szakaszokat.

Rajzoljunk Gl-re egy olyan korszeletet, amely
hasonlé a GH altal levagott korszelethez.

Ekkor az igy kapott korszelet alapjara emelt
négyzet haromszorosa a kiilsé hatszég oldalara
emelt négyzetnek, mivel a nagy korszelet
alapjara emelt négyzet meg a kiils6 hatszog
oldaldra emelt négyzet egyiitt egyenlé a kiilsé
kor atmérdjére emelt négyzettel, vagyis a kils6
hatszog oldalara emelt négyzet négyszeresével.
Emellett a kiils6 hatszog oldaldra emelt négyzet hatszorosa a bels6 hatszog oldaldra emelt
négyzetnek.

igy aztan a legnagyobb korszelet egyenld a GH-n és a HI-n levd kdrszeletek, valamint a belsé korben
levé 6sszes korszeletek dsszegével.

igy a GHI haromszdg egyenlé a GHI holdacska és a belsd kdrben levs dsszes kdrszeletek dsszegével.
Ha most mindkett6h6z hozzaadjuk a bels6 korben |évS hatszoget, a GHI hdromszognek és a belsd
hatszognek az 6sszege egyenlé lesz a GHI holdacska és a bels6 kor 6sszegével.

Minthogy a két egyenes vonall alakzat 6sszege négyszogesithetd, igy a kérdéses kornek és a
holdacskanak az 6sszege is négyszogesithet6.

Kockakett6zés
Csak utalas kapcsan maradt fenn.

1.) kozéparanyos: a, b-hez keressiik x-et, hogy a/x=x/b (tehat egy a, b oldalu téglalappal
egyenlO teriiletli négyzet oldalanak hosszat).
2.) kettds kdzéparanyos: a, b-hez keresiink olyan x-et és y-t, hogy a/x=x/y=y/b

1.) a, 2a-hoz keressiik azt az x-et, amelyre 2a/x=x/a. Atalakitva: x’=2a’
2.) a, 2a-hoz keresiink x-et és y-t. Az osszefiiggést atalakitva: 2ay=x’, ax=y” vagyis
3_4.3
X =2a

Menaikhmosz

e akockakett6zés kapcsan fedezte fel a kupszeleteket

e az ellipszis és a hiperbola fogalma madr a teriiletillesztésnél (hidnnyal és tobblettel) mar
eldjott

e felhasznalva a hiperbola és ellipszis egyenleteit sikeriilt a négyzetkett6zés (de nem
eulkideszi mddszerekkel)
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Hippiasz
e neki tulajdonitjdk a szogharmadolast és a triszektrix gorbét is

Triszektrix gorbe: Rajzolunk egy ABCD négyzetet. Az AB egyenest csusztatjuk lefelé CD-be,
mig ugyanilyen egyenletességgel forgatjuk el a CA oldalt CD-be. A két egyenes
metszéspontjait kirajzoljuk (zo61d).

A oD B

gy F D

(& H =

Ezen gorbével megoldhat6 egy tetszdleges szog n-edelése is.

Deinosztratosz (1. e. 4. szazad masodik fele)

e Platon akadémidjan tanult

e Menaikosz testvére

e atriszektrix gorbét négyszogesitésre hasznalta (kvadratix gorbe)
e kor négyszogesitése

Allitas:
E o - —
BD AB
AB  GQ
= . Biz: indirekt.
Azonban a triszektrix gérbe nem szerkeszthetd
meg euklideszi mdodszerekkel.
= L QK o
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Ezek nem euklideszi megoldasok.

Euklidesz posztulatumai:
1. 2 pontot 6ssze tudunk kétni egyenes vonallal (vonalzo)
2. egy szakaszt meg tudunk hosszabbitani (vonalzo)
3. korzot haszndlunk

Felmertil a kérdés, hogy milyen eszkdzoket hasznalhatunk. Az alapvetd eszkdzokkel
dolgozunk (korzd, vonalzd). Nem érdemes tovabb boviteni (0j eszkdzokkel, melyekkel pl.:
megoldhat6 a kornégyszogesités is), mert akkor ,,nem lenne vége a matematikanak”.

8. eloadas

Filozofusok

Platén (i. e. 427- 1. e. 347)
e Filozofiaba, kultirdban tevékenykedett, meghatarozo6 személy
e sokszor tesz utaldst matematikai problémara, ismerte a matematikast, ha nem is
foglalkozott vele
e Akadémia nevi iskoldja volt
o itt lehetett matematikaval foglalkozni, tanulni (pl.: Eukleidész)
e nem kaptak fizetést
e 0Onall6 matematikai szervezés
o 4llitolag az volt az ajto folé irva: ,,Aki nem ért a matematikahoz, ne 1épjen be!”
e szOvegeiben utal matematikai problémakra
e Hogyan tekint a matematikai gondolkodéasra?
e Altalaban Szokratész a foszerepld
e bortonben t6ltdtt utolsd napjait irja le egyik miivében
e Mondtak neki, hogy szokjon meg, mert lefizették az éroket, de 6 nem akart, s6t Oriilt
a kivégzésnek, mert a 1élekvandorlés velejardja a visszaemlékezés.
e modszer:
— egybeesnek
tétel— kovetkezmények
— ellentmondas (indirekt bizonyitas)
Az é4llam cimii mtvében: egybeesnek: matematika (bizonyitas)
ellentmondas: filozoéfia (dialektika)
¢ a matematikai kovetkeztetés logikus
e Az Allamban a politikusoknak 9 év matematikat kellene tanulniuk
o A vilag kétféle dologbol all: Jelenségek: fizikai torténések, melyeket
érzékszerveinkkel megismerhetiink (fizika), Formék: gondolati megismerés
(matematika, filoz6fia). Tehat a matematikai objektumok fiiggetleniil 1éteznek, a
matematikai igazsagok objektivek.
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Arisztotelész (i. e. 384- 1. e. 322)

e tObbet tudott a matematikarol, tobb hivatkozas van
o clsé forras, aki beszél rola, hogy milyen alaptételek vannak
o deduktiv modellel dolgozik: Mik az alaptételek? — Azokat honnan tudjuk? —...
Mindig el6z0 tételre hivatkozik, igy ennek a bizonyitasnak ,,nincs vége”. Tehat
kellenek alaptételek, amiket elfogadunk.
o Alaptételek:
e definiciok: egy konkrét tudomany létezoi
e axiomak: minden tudomany kozos alapja
e hipotézisek: egy konkrét tudomany alapjai

Matematikusok

Theaitészosz (i. e. 410 —i. e. 369)

e Platonnal jo baratok (ir egy dialogust a halalarol)

e Theododrosz volt a mestere, vele és Szokratésszal beszélget Platon miivében (van
olyan, hogy lineédrisan 6sszemérhetetlen, de négyzetesen dsszemérhetd).

e neki tulajdonitjdk az Elemek X. kdnyvét (6sszemérhetetlenség, geometriai

megszerkesztése az irracionalis szamoknak)

megj.: A X. konyv harom részre bonthatd. Az Elemek 1/3-at teszi ki.

PL.: egy téglalap oldalai: Vn és Vm, akkor a* =Vn *Vm. a-t medialisnak nevezziik.

Sokak szerint az Elemek XIII. konyve is az 6 miive.

valtakozo kivonas modszere

Eudoxosz (i. e. ~400 — i. e. 350)

e Arisztotelész jo baratja

e Osztdndijasan jart az Akadémiara

e Kortarsai zseninek tartottdk, napi 2-2 6rat gyalogolt, hogy bejarhasson az Akadémiara,
mert olyan szegény volt, hogy a varoson kiviil volt albérlete.

jo térlatasa volt

csillagészattal is foglalkozott

hozzé kotik az Elemek V. konyvét (aranyelmélet)

arany: két mennyiségbeli egység

18 definicié van a konyvben.

4. def.: a/b; 1étezik olyan n és m természetes szdm, hogy a*n>b és b*m>a

5. def.: a/b=c/d; Minden n, m természetes szamra igaz, hogy a*nl /b*m < c*nlId*m,
ahol [] helyén azonos relacios jel all.

Igy Theaitétosz és Eudoxosz megoldottak az irracionalitast.
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Kimerités modszere (Archimédesznél lesz jelentds)
XIL 2. tétel: A kor teriilete ardnyos az atmérd négyzetével.

F
5 ABCDo/EFGHo=AC?*EG?
piy Z E G
D
H
M F il Biz:
NI MI I. (D<EFGHO
1. EFGHOo>EFGHo/2, mert KLMNo=2*EFGHnO
KLMNo>EFGHo
2. EN’FA>EN’F korszelet/2 mert EE’F’Fo=2*EN’FA
E > EE’F’Fo>EN’F korszelet

igy tovabb...
A maradék korszeletek 0sszege: ZW; barminél kisebbé
tehetd (X. konyv 1. tétel)
I L' Legyen : 2¥; <EFGHo — @
H

®<EFGHo - XV¥;
sokszog: T,

ABCDo-be irjunk m,-h6z hasonl6 m;-et.
T/ 752=AC2/EF2 (mert sokszogek)=ABCDo/ ®
ABCDo/ 1= ® /n,
ABCDo> m
0> 1,
Ez pedig ellentmondas.
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9. eloadas

Eukleidész

volt egy masik Eukleidész, sokdig neki tulajdonitottak az Elemeket

életérdl nem tudunk semmit

az Elemek kb. 1. e. 300 kortil irodott

valoszinlileg Platon akadémiéjan tanult

Idésebb koraban Alexandridban tevékenykedett. Oda tevddik at a tudomany
kozpontja, ott tanitott matematikat.

Osszegyljti a matematikai tudast és atadja az ,,ujaknak”

nem csak az Elemek maradt fenn, de a tobbi vagy nem teljes, vagy nem csak
matematikdval foglalkozik

Teljesen maradt fenn az Adatok c. mii (pl.: adott a hossz, T teriilet, 5-hoz hasonlo
alakzat).

Optika c. mi (legfontosabb optikai mii, Ptolemaiosz Optikajanak is az alapja,
alkalmazott geometria).

Jelenségek c. mi

irt a kupszeletekrél, de az nem maradt fenn

Elemek:

A ml megirasa utan az az el6tti miiveket mar nem masoltak, mivel az Elemek
Osszefoglalt minden akkori matematikai tudast.
nem 0 volt az elso, aki Elemek cimmel irt mavet, de a tobbi nem maradt fenn

jelentése: Proklosz: - a-bol eljutunk b-be és forditva

- felosztja a bonyolult dolgokat

Valamilyen miifaj lehetett. A cél, hogy mentes legyen a f6losleges dolgoktol. A tételeket
altalanossagban fogalmazta meg. Az egyszeriitl halad a bonyolult felé. Alaptételekbdl
indul.

tankonyvnek is tlinhet, hiszen amik benne vannak korabbi szerzok miivei
tartalom:
1. konyv: abszolut sikgeometria
2. konyv: algebrai sikgeometria
3. konyv: a kor
4. konyv: sokszogek korbe foglaldsa
5. konyv: aranyelmélet
6. konyv: ardnyelmélet alkalmazasa sikgeometridra
7-9. konyv: aritmetikai tételek
10. konyv: irracionalitas
11-13 konyv: térgeometria, magasabb matematika
o 14-15 konyv: ezek nem eredetileg vannak benne (térgeometria)
kevés az, amit ezek koziil Eukleidész talalt ki
axiomatikus felépités: alaptételekbdl vezet le mindent
van egy olyan pont, ami mogé nem megyiink, elfogadjuk igaznak (a=b, a=c — b=c)
a lépéseknek maguktol értetdéddeknek kell lennitik
alaptételek:
o definiciok: egyes tudomanyok 1étezdi
o axiomak: alapigazsagok, minden tudomany szamara k6zos

0O O O O O O 0 0 O
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o hipotézisek: egy konkrét tudomany alapigazsagai
e FEukleidésznél definicidk, posztulatumok, axiomak vannak.
Definiciok
1. Pont az, aminek nincs része.
2. A vonal szélesség nélkiili hosszlisag.
3. A vonal végei pontok.
4. Egyenes vonal az, amelyik a rajta levo pontokhoz viszonyitva egyenléen fekszik.
5. Feliilet az, aminek csak hosszusaga és szélessége van.
6. A feliilet végei (=szélei) vonalak.
7. Sikfeliilet az, amelyik a rajta levé egyenesekhez viszonyitva egyenlden fekszik.

8. A sikszog két olyan egysikbeli vonal egymashoz vald hajlasa, amelyek metszik egymast, és
nem fekszenek egy egyenesen.

9. Ha a szoget kozrefogd vonalak egyenesek, egyenes vonalunak nevezziik a szoget.

10. Ha valamely egyenesre egyenest allitunk ugy, hogy egyenlé mellékszogek keletkeznek,
akkor a két egyenl6 szog derékszog, és az alld egyenest merdlegesnek mondjuk arra, amelyen
all.

11. Tompaszdg az, amelyik nagyobb a derékszognél.

12. Hegyesszog pedig, amelyik kisebb a derékszognél.

13. Hatar az, ami vége valaminek.

14. Alakzat az, amit egy vagy tobb hatar vesz kortil.

I5. A kor sikbeli alakzat, amelyet egy vonal vesz koriil [ezt nevezziik kérvonalnak] tigy, hogy
az e vonal és egy, az alakzat belsejében fekvd pont kdzé esd szakaszok egyenldk egymassal.

16. Ezt a pontot a kor kozéppontjdnak nevezziik.

I7. A kornek atmérdje barmely, a kozépponton athaladoé egyenes vonal, amely mindkét oldalt
a kor kertiletén végzddik. Az ilyen egyenes félbevagja a kort.

18. A félkor olyan alakzat, amelyet egy atmér6 és az altala kimetszett koriv vesz koriil. (A
felkor kozéppontja ugyanaz a pont, mint amelyik a koré is.)
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19. Egyenes vonalu alakzatok (azaz sokszdgek) azok, amelyeket egyenes vonalak vesznek
koril, haromoldaltak, amelyeket harom, négyoldaluak, amelyeket négy, sokoldaluak pedig,
amelyeket négynél tobb egyenes vesz koriil.

20. A haromoldalu alakzatok koziil egyenld oldali haromszdg az, amelynek harom egyenld
oldala van, egyenl6 szaru, amelynek csak két egyenld oldala van, ferde pedig, amelynek
harom nem egyenld oldala van.

21. Tovabba a haromoldalu alakzatok koziil derékszogii haromszdg az, amelynek van
derékszoge, tompaszogii, amelynek van tompaszdge, hegyesszogi pedig, amelynek harom
hegyesszdge van.

22. A négyoldalu alakzatok koziil négyzet az, amelyik egyenld oldala és derékszogt, téglalap,
amelyik derékszogii, de nem egyenld oldalt, rombusz, amelyik egyenld oldala, de nem
derékszogli, romboid, amelynek a szemkozti oldalai és szogei egyenldk egymassal, de sem

nem egyenld oldalu, sem nem derékszogl. A tobbi négyoldalu neve legyen trapéz.

23. Parhuzamosak azok az egyenesek, amelyek ugyanabban a sikban vannak és mindkét
oldalt végteleniil meghosszabbitva egyiken sem talalkoznak.

Posztuldtumok
1. Koveteltessék meg, hogy minden pontbol minden ponthoz legyen egyenes huzhato.
2. Es hogy véges egyenes vonal egyenesben folytatdlag meghosszabbithaté legyen.
3. Es hogy minden kézépponttal és tavolsaggal legyen kor rajzolhato.
4. Es hogy minden derékszog egymassal egyenlé legyen.
5. Es hogy ha két egyenest igy metsz egy egyenes, hogy az egyik oldalon keletkezé bels6
szogek (0sszegben) két derékszognél kisebbek, akkor a két egyenes végteleniil

meghosszabbitva taldlkozzék azon az oldalon, amerre az (6sszegben) két derékszdgnél kisebb
szOgek vannak.
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10. eloadas

Nagy Sandor hoditasa sordn a birodalom kozpontja Alexandria lett. Itt 1étre hoztdk a Muzsak
Templomat, ahol fizetett tanitas volt. A 300 ezer kotetes konyvtarat, mely akkoriban
egyediilallo volt, tobbszor felgyujtottak arabok, keresztények. Ami fennmaradt, az tobbnyire
mashol is megtalalhat6 volt.

Arkhimédész (i. e. 287-i. e. 212)

Sziciliai tudos, de kapcsolatban allt alexandriai tudosokkal is.

Tételeket €s bizonyitasokat is készitett. Tételeit elkiildte Alexandriaba, hogy megtudja,
az ottaniak is be tudjak-e bizonyitani (néha szdndékosan hibas tételeket kiildott).

a kor legnagyszeriibb matematikai gondolatai neki voltak

hivatkozik az Elemek tételeire

Kitalalta, hogy a korona stirtiségét hogyan tudja megmérni: Egy edénybe vizet toltott,
beletette a koronat, és a kiszoritott viz térfogatat mérte meg. Erre épp fiirdés koozben
jott ra, kiugrott a fiirdékadbol, és mezteleniil végigszaladt az utcan azt kiabalva, hogy
Heuréka — megtalaltam.

mérlegrol irt

foglalkozott optikéval: nagy tlikrot készitett, 6sszegyljttte a nap fényét és egy hajora
iranyitotta, ami ettdl felgyulladt

Arkhimédész heurisztikus gondolatmenete a gémb, a henger és a kup viszonyardl

(modernizalva)

: A kér egyenlete: (x—a)+y?=a?
! azaz x?2+y? =2ax
|
|

— /. /- -2a

2a(m-x? +w-y%) = n(2a)? - x

Képzeld el: megforgatjuk az abrat az x tengely kéral
(haromszég — kup, kér — gémb, téglalap — henger)
e 1-x? :akip metszete
(x tengelyre meréleges, (x, 0) ponton at)
* TT- yz : a gomb metszete ugyanott
e 1(2a)? :ahenger metszete ugyanott
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Rendezzilk at a testeket: 2a

A fenti egyenlet egy emel&térvény, amely
minden x-beli metszet esetén egyensulyt
tart a gémbmetszet, a kupmetszet és a
hengermetszet kozott,

ahol
e 2a a gombmetszet és a kupmetszet
allandé erékarja

e x ahengermetszet valtozo erékarja

Ha az egyensuly minden metszetharmasra fennall, akkor a teljes testekre is (hiszen az egyes testek

szeleteinek a ,szama” egyenld, hiszen kélcsdndsen egyertelmiien megfeleltetheték egymasnak).
igy ZQ(Vk + I@) = a- Vy , hiszen a henger szeleteinek a az ,atlagos erdkarja”.
Vagyis mivel tudjuk, hogy 1, = 3 -V, (Elemek X11.10), ezért

Vi
Vi

2-,
6-V,

e Mivei alapjan elvalik két fogalom: felfedezés és bizonyités. Felvetddik a kérdés, hogy
hogyan lehet felfedezni egy tételt €s hogyan lehet azt bebizonyitani. Analizis, szintézis
viszonya.

e Modszer cimli miivében példakat ad arra, hogy hogyan képes felfedezni allitdsokat.
PL.: kip-henger-gdmb viszonya.

e Meghatérozta a parabolaszelet teriiletét, melyet Kepler vesz eld, hogy boroshordo
térfogatat mérje. Késobb hasznaljak az integral- ¢és differencidlszamitas
kidolgozésanal.

e FEukleidész axiomarendszerét kiegésziti 5 axiomaval (nem tud kiilonbséget tenni
axioma és posztuldtum kozott):

o A és B kozott legrovidebb vonal az egyenes a
o A hosszabb, mint § (mert tavolabb van az AB egyenestdl)
o Zart sikgorbe altal hatarolt feliiletek koziil a sik a P ,BA\ B
legkisebb. (mint az els6, csak térben)
o (amasodik, csak térben)
o Két mennyiség nagysagkiilonbsége onmagahoz elég sokszor hozzaadva
barmilyen harmadik mennyiséget feliillmul (Arkhimédészi axioma).
o Hétszog szerkesztésével is foglalkozott (nem Euklideszi mddszerrel)
¢ Hény homokszem van a vilagegyetemben?

Héron

e Alexandriai matematikus, aki hidraulikéval is foglalkozott, ami eldsegitette az
alexandriai hadiipar fejlodését.
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Apolloniosz (i. e. 262 —i. e. 190)

e Csillagaszként is fontos

e Sikban targyalta a bolygdk mozgasat

e Kupszeletekrdl is irt konyvet (9 konyv, 487 tétel) (Eukleidész szerint a kiip nem
megszerkeszthetd)

e Az celeje tartalmazza Eukleidész elveszett kupszeletekrol szolo konyvét

Apolloniosz: Konika I. 11.

Ha a kuapot a tengely mentén sikkal metszem el, és ugyancsak elmetszem egy masik
sikkal, amely a ktp alapjat a tengelymetszet-haromszog alapjara merdleges
egyenesben metszi, tovabba ha ezenkiviil a metszet atmérdje parhuzamos a
tengelymetszet-haromszog két oldala koziil valamelyikkel, akkor minden, a
metszettdl -- a metszo sik €s a kupalap metszésvonalaval parhozamosan -- az
atmérdig huzott egyenesre emelt négyzet egyenlo lesz azzal a téglalappal, amelyet az
atmérdbol a metszet csucsaig levagott egyenes €s egy bizonyos masik egyenes zar be,
amely a kup szoge és a metszet cstics kozott hizodo egyeneshez tigy aranylik, mint
ahogy a tengelymetszet-haromszog alapjara emelt négyzet aranylik ahhoz a
téglalaphoz, amelyet a haromszog masik két oldala zar kdzbe. Az ilyen metszetet
parabolénak nevezziik.

Arisztarkhosz (i. e. 3. szazad —i. e. 2. szazad)

¢ Nem a Fold van a vilagegyetem kozéppontjaban,
hanem a Nap, és a Fold évente egyszer megfordul
koriilotte.

e A Nap és a Hold méretérdl és tavolsagarol szolo
konyv:

o Félhold: cosd=Dy/Dn Szerinte 6=87° igy
Dn/Dy=7. Tehat a Nap hétszer messzebb
van a Foldtol, mint a Hold.

: N

o Napfogyatkozas: A Hold akkordnak latszik, Moon

mint a Nap. Hasonl6sag miatt
t,/1=Dn/Dp~7 - Penumbra
o Holdfogyatkozas: A Fold arnyéka kétszer
akkora, mint a Hold.
The geometry of a lunar eclipse

Umbra

Penumbral shadow

Earth
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11. eloadas

A kereszténység nem kedvez a tudoméanyoknak. A geometria mar nem tudott tovabb fejlddni,
¢s masfajta problémak kertiltek el6térbe.

Zénodorosz (kb. i. e. 1. sz.)
e izoperimetrikus problémak
o adott kertiileti, adott oldalszamu sokszogek koziil a szabalyos a legnagyobb
o adott keriiletli szabalyos sokszogek koziil a nagyobb oldalszamu a nagyobb
e 14 ilyen tétele van (valosziniileg irt konyvet is)

Hérén (100 koriil)

e szamos matematikai miive maradt fenn (geometriai példatarak, Metrika, Geometria,
Katapult épitése)

o teriilet-, térfogatszamitas, sulypont meghatarozas

o gyokok, kobgyokok numerikus kozelitése

Trigonometria:
o matematika és csillagaszat
o Hlpparkhosz (i. e. 2. sz)
60-as szamrendszer a csillagaszatban
= csillagkataldgus készitése
= alapkérdés: mekkora az a har, ami az a kdozponti sz6ghoz tartozik (ha
egységkorrel szamolunk, a 60°-ok sz6ghdz tartozo hossz éppen egy)
= készitett hurtablazatot, de nem maradt fenn
o Menelaosz (~100)
=  gOmbi haromszdgtan
o Ptolemaiosz (~150)
= fennmaradt egy teljes hurtablazat (szinusz tablazat), mely alapszogek
huarjainak meghatarozasara, nehezebb feladatok megoldasara is
alkalmas volt. c
*  sin’x + cos’x=1 e
= Ptolemaiosz-tétel: AC*BG=AB*CD + BC*AD
Biz: a Thalész-tétel segitségével
o Dlophantosz 3. sz.)
utolso nagy eredeti gondolkoddja a gérdg mateia
= Aritmetika cimii miive 13 kdnyvbdl all
= voltak kordbban hasonlé kdnyvek, de nem maradtak fenn
= szimbolikus matematikat alkalmazott e ) B
= ahatvanyozasnal a kitevot é es az alapot a mostanitol feleserélve
irta(AY=x*; K"=x"; AYA=x"; KYA=x"; KYK=x°)
= tortjel alkalmazasa, szamlalo feliil, nevezo alul

= az Osszeadast az egymas mellé irés jelentette, mig a kivonasra AN jelet
hasznalt
* mindig egy konkrét megoldast ad meg
o Kommutatorok
= korabbi matematikai konyvekhez irtdk
o 529: Athéniai Akadémiat bezartak
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