Az 60gorog matematika és nyelve

Tudomanytorténet és kommunikacio
2014. februar 24.



Alapszoveg — Eukleidész: Elemek

A legkorabbrél fennmaradt teljes matematikai szoveg, kb. i.e. 300
A korabeli matematikai tudas osszegzése és rendszerezése

kb. a 17. szazadig a nyugati matematikai tradiciéo mintaképe, a legtobbet
tanulmanyozott és oktatott matematikai md

13 kényv, 467 probléma (,tétel”)
Alaptételek:
— 23 + 98 definicid
— 5 posztulatum
— 9 axioma
(Els6 konyv: http://mek.niif.hu/00800/00857/html/index.htm)

+ Fontosak még: Arkhimédész (kb. i.e. 287-212), Apolldniosz (kb. i.e. 265-
190), néhany fennmaradt szovege, Eukleidész egyéb fennmaradt mdvei, és
néhany késébbi szerz6 hasonlé munkai


http://mek.niif.hu/00800/00857/html/index.htm

P. Oxy. i 29 (Oxyrhynchus Papyri)
Eukleidész Elemek-jének 11.5 tételét tartalmazod papirusz
(Kr.u. 1-2. szazad, Egyiptom)
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Bodlei kézirat D’Orville 301, 35V és 36" oldalak
Az Elemek legrégebbi teljes példanyabdl (Bizanc, Kr.u. 888), 1.5 és 1.6 tételek
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Egy tétel: 1.6

Ha egy egyenesszakaszt megfeleziink, és egy egyenesben hozzaadunk
valamely mas szakaszt, akkor a teljes szakasz meg a hozzaadandd 6sszege és a
hozzaadando altal kozrefogott téglalap meg a szakasz felére emelt négyzet
egyutt egyenld a vonal felébdl és a hozzaadandobdl 6sszealld szakaszra emelt
négyzettel.

Felezziink meg ugyanis valamely AB szakaszt a C pontban [1.10], és adjunk
hozza vele egy egyenesben egy BD szakaszt. Azt allitom, hogy az AD és DB altal
kozrefogott téglalap meg a CB oldalu négyzet egylitt egyenld a CD oldalu
négyzettel.

Legyen ugyanis CEFD a CD oldallal szerkesztett c B D
négyzet [1.46], és huzzuk meg DE-t, és huzzuk a
B ponton at az EC és DF egyenessel parhuza- - .
mosan BG-t, és aztan huzzuk a H ponton at az
AB és az EF egyenessel parhuzamosan KM-et, o,
és veégll huzzuk A ponton at a CL és a DM
egyenessel parhuzamosan AK-t [1.31,30].




Minthogy tehat AC egyenl6 CB-vel, ALis | |
egyenl6 CH-val [1.36]. CH azonban egyenl6 7

HF-fel [1.43], AL tehat egyenl6 HF-fel [1.Ax].
Adjuk hozzajuk kozos tagnak CM-et, igy a
teljes AM egyenl6 az NOP gndmodnnal. AM
azonban az AD és DB kozotti téglalap, mert D

E G

egyenlé DB-vel; az NOP gndmon is egyenld

tehat az AD és BD altal kozrefogott téglalappal. Adjuk hozzajuk kdzos
tagnak a CB oldalu négyzettel egyenl6 LG-t, igy az AD és BD altal
kdzrefogott téglalap meg a CB oldalu négyzet egyltt egyenlé az NOP
gnoémonnal és LG-vel [2.Ax]. Az NOP gndmon és LG viszont egylitt a teljes
CEFD négyzet, s ennek oldala CD. Az AD és DB altal kozrefogott téglalap
meg a CB oldalu négyzet egyitt egyenl6 a CD oldalu négyzettel.

Ha tehat egy egyenesszakaszt megfelezlink, és egy egyenesben
hozzaadunk valamely mas szakaszt, akkor a teljes szakasz meg a
hozzaadando Osszege €s a hozzaadando altal kozrefogott téglalap meg a
szakasz felére emelt négyzet egyltt egyenld a vonal felébdl és a
hozzaadanddbdl 6sszedlld szakaszra emelt négyzettel. Eppen ezt kellett
megmutatni.



Az Elemek tételeinek szerkezete

Felvetés (protaszisz):
,Ha egy egyenesszakaszt megfeleziink [...] a vonal felébdl és a
hozzaadandobdl 6sszealld szakaszra emelt négyzettel.”

Kiindulas (ektheszisz):

,Felezziink meg ugyanis valamely AB szakaszt a C pontoban [I.10], és
adjunk hozza vele egy egyenesben egy BD szakaszt.”

Célkitlizés (dioriszmosz):

,Azt allitom, hogy az AD és DB altal kdozrefogott téglalap meg a CB oldalu
négyzet egyutt egyenld a CD oldalu négyzettel.”

Szerkesztés (kataszkeué):

,Legyen ugyanis CEFD [...] parhuzamosan AK-t [1.31,30].”
Bizonyitas (apodeixisz):

»Minthogy tehat AC egyenl6 CB-vel [...] egyltt egyenld a CD oldalu
négyzettel.”

Konkluzié (szumperaszma):
,Ha tehat egy egyenesszakaszt megfeleziink [...] Eppen ezt kellett
megmutatni.”



Az Elemek nyelvi sajatossagai

* Sz(kitett szokeészlet

* Elliptikus (hianyos) kifejezések
* Formulakon alapuld szintaxis
* Implicit konvenciok

 Abrdara vonatkozas

e (Lasd a kiadott anyagok kozott R. Netz konyvét)



SzUkitett szokészlet

Szoveg Szavak szama: | Szavak szama:
(783 szavas) killonbo6z6 egyszer megjelend
Apolldniosz, Konika 1.15 — matek 74 19

Arisztotelész, Metafizika, A konyv — filozofia | 200 100

Platon valamelyik sz6vege — filozofia sok Kb. 70 %

Arkhimédész (rank maradt) életmuve: kb. 100 000 szd, ebbdl 851 kilonboz6,
ebbdl kb. 150 ,, kedvenc” teszi ki az egész 95%-at

Matekban hasznalt sz6 | Matekban nem hasznalt szinonima | Jelentés
grammeé kanon vonal(szakasz)
kentron mezon kbzép(pont)
szémeion sztigmé pont

(Magyar analdégia: kor — karika, pont — potty, stb.)




Elliptikus (hianyos) kifejezésmaod

Kifejezés az Nyelvileg teljes Jelentés (+ kifejezés
Elemekben GEELES a forditasban)

to A azlt A to szémeion A az A pont

hé AB az’? AB hé grammé AB az AB vonal(szakasz)
to AB az! AB to khdrion AB az AB terilet

to ABG az! ABC to trigonon ABG az ABC haromszog
ho ABG az3 ABC ho kiiklosz ABG az ABC kor

hé hiipo ton ABG a rajta a ABC-n (?) 2?7 az ABC pontokon

levé szog [gonial
(,az ABC sz6g”)

lsemleges nem; 2nénem; *himnem
— az elhagyott szavakra a nével6 neme utal
— technikai nyelv, melyet csak a szakért6 ért (szemben a forditasokkal)



Formulak a szintaxisban

Formula: allandésult székapcsolat, kifejezésmadd (pl. Homérosz-szovegek)

Objektum-formulak:

pl. ,A [pont]”, ,AB [szakasz]”, ,ABC [haromszog]”, stb.

Tulajdonsag- és relacio-formulak:

pl. ,AB metszi CD-t”, ,AB merbleges CD-re”, ,,az ABC sz6g derékszog”, stb.
Szerkesztési formulak:

,huzzunk AB-vel C-n keresztll parhuzamos szakaszt”, ,allitsunk AB-re
merdblegest C-ben”, stb.

Masodrendd formulak:
,bizonyitani fogjuk, hogy...”, ,mindebbdl kovetkezik, hogy...”, stb.

Nagyon pontosan meghatarozott, er6sen elliptikus koreografia



Implicit konvenciok

A bet(ik sorrendje egy objektumon belul: ,,AB szakasz” vs. ,BA szakasz”
— kb. 80%-ban rendes, 20%-ban megfordul

A bet(ik bevezetésének sorrendje a szovegben: pl. 11.6: A, B, C, D, E, F, G,
H... ABC-sorrendben kerllnek bevezetésre
— ittis kb. 15-20% eltérés van ettol

Ha eltérés is van a bevezetés sorrendjében, mindig az ABC elsé n betdjét
hasznalja, ahol n a sziikséges betlik szama

(Vigyazat: a forditasok ,,normalizalnak”, néha visszaallitjak a sorrendet!)

(Vigyazat2: a gorog szamiras alfabetikus, az els6 10 szamot az ABC els6 10
betdje jeldli, igy az A, B, G... pont jelentheti azt is, hogyaz 1, 2, 3. ... pont!)

A bet(izés, abrara hivatkozas stb. eljarasai nem szigoru szabalyokat
kovetnek, hanem szokas alapu konvencioét



Abrara vonatkozas

Betlk meghatarozottsaga a szoveg altal (példak: 1.6 sz6vege)

* A) Teljesen meghatarozott: ,Felezziink meg ugyanis valamely AB szakaszt
a C pontban” — minden pontrdl tudjuk, micsoda

* B) Elégteleniil meghatarozott: , Legyen ugyanis CEFD a CD oldallal
szerkesztett négyzet” — E és F tudjuk, hol van, de melyik melyik?

* C) Meghatarozatlan: ,és aztan huzzuk a H ponton at...” — mi az a H???

* D) Valtozé meghatarozottsagu: eleinte nem tudjuk a szoveghbdl, hogy az
mi, de késbbb a szoveg kontextusabdl jobban kiderdil

Szoveg (mindkét esetben 838 betli-bevezetés) “m“

Eukleidész, Elemek Xlll. konyv 47% 8% 19% 25%

Apolldniosz, Konika |. konyv 42% 37% 4% 16%

— Az abra nélkil nem érthet6 a szoveg, arra vonatkozik a tétel
(modern konyvek: az dbra csak szemléltetés, a szoveg magaban megall)



A 11.6 probléma értelmezéséhez

Az ,YBC 6967” babiloniai probléma
* Algebrai értelmezés
e Geometriai értelmezés



Az YBC 6967 agyagtabla (i.e. 2500)
Hatlap:




(10)
(11)

YBC 6967 — nyers forditas

[Az igibJum az igum felett, 7-tel megy tul,
[igum] és igibum mennyi?

T[e], a 7-et, amivel az igibum

az igum felett tulmegy

kettétord: 3°30’;

3°30" és 3°30" egyt

egybetart: 12°15’,

A 12°15'-hoz, amit megkapsz,

[1°-et, a felUl]etet rakd hozza: 1°12°15’.

[Az egyenoldal 1']12°15’-hdz mennyi? 8°30'.
[8°30° és] 8°30’-at, a mellékparjat, fektesd le.

Hatlap:

(1) 3°30'-at, az egybetartot
(2) az eqyikbdl szakitsd ki,
(3) a masikhoz rakd hozza.
(4) Az elsd 12, a masodik 5.
(5) 12 az igibum, 5 az igum.



Néhany magyarazat

A szogletes zardjelben levo kifejezések kiegészitések: itt az agyagtabla sérult.

A szamok hatvanas szamrendszerben vannak. Pl.:
1°12°15" = 1x601 + 12x60° + 15x601 =72%

(1) Igum, igibum: két szam, amelyik a reciproktablan osszetartozik (vagyis
szorzatuk egységnyi, azaz 60.)

(5) Kettétorni: szukségszerlen fél keletkezik (nem olyan fél, ami akar harmad
is lehetne). Pl. a haromszog alapjanak fele a teruletszamitaskor.

(7) a és b egybetart: a és b téglalapot alkotnak (vagyis a, b az oldalak
hossza).

(9) Hozzarakni: az 6sszeadas egyik fajtaja (amihez hozzaadtunk, nagyobba
valik, de nem szlinik meg ugyanannak lenni. ,Felhalmoz”: dolgok
mennyiségét osszeadjuk, de nem érdekel, mi lesz bel6le: pl. hossz + tertlet)

(10) Egyenoldal: a négyzetként felfogott mennyiség oldalanak hossza (vagyis
négyzetgyok).

(11) Az egyenoldal mellékparja egy olyan oldal, amellyel talalkozik egy
csucsban.



YBC 6967 — algebrai értelmezés (otto Neugebauer)

(1) [Az igib]Jum az igum felett, 7-tel megy tul, xy=60, xxy=7

(2) [igum] és igibum mennyi?

(3) T[e], a 7-et, amivel az igibum

(4) az igum felett tulmegy

(5) kettétord: 3°307; (x-0)[2 = 32

(6) 3°30’ és 3°30' egyiitt

(7) egybetart: 12°15", (x=[2)2 = 12Va

(8) A 12°15°-h6z, amit megkapsz,

(9) [1 -et, a felll]etet rakd hozza: 17 12°15", ((P)/2)2 + xy=72Va
(10) [Az egyenoldal 1°]12°15-hdz mennyi? 8°30". (x+))/2 = V724 = 81/
(11)  [8°30’ és] 8°30"-at, a mellekparjat, fektesd le.

(1) 3°30"-at, az egybetartot

(2) az egyikbdl szakitsd ki, (x+Y)/2 - (V]2 =5
(3) a masikhoz rakd hozza. (x+ /2 + (x))])2 = 12

(4) Az elsd 12, a masodik 5.
(5) 12 az igibum, 5 az igum. x=12, y=5



Algebrai értelmezés: el6feltéetelezett ismeretek

Obv. (9)-(10): ((e))2)> + xy = ((x+))[2)?

vagyis:
(x+))2 = X+2xy+)2 €S (x))? = X2-2Xy+ )2

tehat (x+))2 - (x))2 = 4xy
Rev. (2)-(5): (X+V2-(N2=y és (x+V/2-(x)]2=x
Az algebrai értelmezés szerint a szOveg bizonyitja, hogy ezeknek az

el6ismereteknek birtokaban voltak a korabeliek, csak nem tudtak 6ket
szimbolikus nyelven kifejezni, ezért nem jelentek meg leirva.



(1)
(2)
(3)
(4)
(3)
(6)
(7)
(8)
(9)
(10)
(11)
(1)
(2)
(3)
(4)
(3)

YBC 6967 — geometriai értelmezés (Jens Hoyrup)

[Az igib]Jum az igum felett, 7-tel megy tul,
[igum] és igibum mennyi?

T[e], a 7-et, amivel az igibum

az igum felett tulmegy

kettétord: 3°30"

3°30' és 3°30’ egyiitt

egybetart: 12°15,

A 12°15’-hdz, amit megkapsz,

[1 -et, a fellil]etet rakd hozza: 1" 12°15",

[Az egyenoldal 1" ]12°15’-h6z mennyi? 8°30",

[8°30' és] 8°30"-at, a mellékparjat, fektesd le.

3°30'-at, az egybetartot
az egyikbol szakitsd ki,
a masikhoz rakd hozza.
Az els6 12, a masodik 5.
12 az igibum, 5 az igum.
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