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A SZERKESZT OK ELOSZAVA

Nagy bardtunk és tandrunk, Lakatos Imre, 1974. februdr 2-4n vérat-
lanul meghalt. Mint mindig, akkoriban is sok intellektuslis terv fog-
lalkoztatta, s ezek kdoziil az egyik legfontosabb a ,,Bizonyitdsok és
céfolatok” cimif ragyogd esszé 4tdolgozott és kibgvitett valtozatinak a
kiad4sa volt. A tanulmény eredetileg négy részletben jelent meg
1963—64-ben, a The British Journal for the Philosophy of Science-ben.
Lakatos mar régen megkdtotte a szerzGdést erre a kdnyvre, de halo-
gatta kiad4dsét, mivel azt remélte, hogy még kibgvitheti, tovabb javit-
hatja a tanulmdényt, és néhény fontos anyaggal kiegészitheti. A munk4t
igencsak késleltette, hogy érdekl8dése a természettudominy filozé-
fidja felé fordult, de 1973 nyar4n végleg elhatdrozta a kiad4ssal kap-
csolatos munkélatok megkezdését. Azon a nydron mindketten tobb-
8z8r beszélgettiink vele a kdnyvvel kapcsolatos terveir8l, s most olyan
konyvet probaltunk dsszedllitani, amely — a sajnilatosan megvéltozott
kériillmények ellenére — a lehet§ legnagyobb mértékben megfelel
Lakatos akkori elképzeléseinek.

Igy az e konyv els§ fejezeteként szerepl8 eredeti ,,Bizonyitasok és
céfolatok” tanulményhoz tovabbi hdrom részt csatoltunk. El8szor a f§
szdveget egészitettiik ki egy mésodik résszel, amely a Descartes—Euler-
sejtés Poincarét8l szirmaz6 vektoralgebrai bizonyitdsdval foglalkozik.
Ennek alapja Lakatos 1961-es cambridge-i doktori értekezésének m4- .
sodik fejezete. (Az eredeti ,,Bizonyit4sok és c4folatok” a disszerticié
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elsé fejezetének jelentSsen 4tdolgozott és tovibbfejlesztett viltozata
volt.) Az értekezés harmadik fejezetének egy része kényviink elsG fiig-
geléke. Ez egy tjabb esettanulm4nyt tartalmaz a bizonyitdsok és céfo-
latok médszerér8l, s annak a tételnek a Cauchy-féle bizonyitds4val
foglalkozik, amely szerint barmely, folytonos fiiggvényekbsl 4116
konvergens sorozat hatérfiiggvénye is folytonos. A mésodik fejezet és
- az elsd fiiggelék remélhetSen eloszlatja azoknak a matematikusoknak
a gyakorta hangoztatott kételyeit, akik elolvasvan a »Bizonyitdsok és
céfolatok”-at, igy vélekedtek, hogy a bizonyit4selemzés Lakatos 4ltal
leirt médszere a poliéderek esetében — egy ,,szinte empirikus” kérdés
kapcsén, ahol az ellenpéld4k kdnnyen szemléltethetGk — taldn alkal-
mazhatd, de az ,,igazi” matematikdban valészinfileg alkalmazhatatlan,

A harmadik kiegészités (II. fiiggelék) szintén a disszert4cié harmadik

fejezetének egyik részletére épiil. Ebben arrél esik sz6, hogy milyen
kévetkezményei vannak Lakatos alldspontjdnak a matematika fel-
épitésére, kifejtésére és tanitdsira vonatkozdan.

Lakatos egyik oka a kényv kiad4sénak halogatésdra annak felisme-

rése volt, hogy e kiegészits anyagok, bar szdmos 1j szempontot és

allaspontjdnak teljesebb kidolgoz4sat tartalmazzik, tovabbi megfon-
toldst, tovdbbi torténeti kutatdsokat igényelnek. Ez kiilondsen a
Cauchyval és Fourier-val foglalkozé anyagra érvényes (I. fiiggelék).
Magunk is tudjuk, hogy ebben a részben akadnak nehézségek, két-
értelmiiségek, hi4nyossigok. Meégis tgy éreztiik, nem véltoztathatjuk
meg annak a tartalmit, amit Lakatos leirt. Ahhoz, hogy az anyagot
alaposabban kidolgozzuk vagy kiegészitsiik, hosszadalmas &s aprélé-
kos torténeti kutatésra lett volna sziikség, és egyikiink sem volt abban
a helyzetben, hogy ezt elvégezze. El kellett ddnteniink, hogy vagy egy4l-
taldn nem adjuk ki ezt az anyagot, vagy toredékes form4jiban tessziik
kozzé, s az utébbi mellett dontsttiink. Szerintiink sok érdekes dolog
taldlhat6 benne, és reméljiik, m4s kutatékat arra fog 8sztonézni, hogy
sziikség esetén kiegészitsék vagy helyesbitsék. -

Ugy gondoltuk, egyébként sem lenne helyes, ha médositandnk a
Lakatos 4ltal leirtak tartalmét, még azokat a részeket sem, amelyekrs]
biztosan tudtuk, hogy Lakatos veliik kapcsolatban megviltoztatta né-
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zeteit, Ebbena kiaddsban ezért arra szoritkozunk, hogy csillaggal jelslt
megjegyzésekben hivjuk fel a figyelmet azokra a pontokra, amelyekkel
kapcsolatban Lakatost véltoztatdsokra prébéltuk volna rébeszélni, és
(ami igen gyakran egybeesik ezzel) amelyeket szerintiink meg is v4l-
toztatott volna. (A doktori disszert4cié megirdsa és halla kozott el-
telt tizenhirom évben intellektuslis szemlélete természetesen alaposan -
megvéltozott. Filozéfiai nézeteinek valtozasirél 1970-ben irt egyik
tanulmédnyiban. Meg kell emliteniink, hogy Lakatos szerint a tudo-
ményos kutatisi programok 4ltala kidolgozott médszertandnak sajit
matematikai filoz6fidjira nézve is fontos kdvetkezményei voltak.)

A szerkesztés sordn azokat az anyagokat, amelyeket Lakatos maga
publikalt (példul a f6 sz6veg els fejezetét) néhany sajtohiba és nyilvan-
val6 apr6ébb pontatlansig kivételével véltozatlanul hagytuk. A kor4b-
ban kiad4sra nem keriilt anyagokat viszont elég alaposan atdolgoztuk,
noha, ismételjiik, csakis formailag, nem tartalmilag. Mivel ez az eljérds
meglehetdsen szokatlan, taldn helyénvalé néhdny széval megindokolni.

Lakatos mindig nagy gondot forditott anyagai sajté al4 rendezésére.
Miel6tt kiad4sra bocs4totta volna 8ket, sok baratjinak és kollégdjanak
elkiildte, hogy megbiriljak és kijavitsik az esetleges hibikat. Az itt
el8szor megjelend anyagokkal is biztosan ugyanez tértént volna, és
feltehetSen sokkal drasztikusabb valtoztatdsokra is sor keriilt volna,
mint amilyenekre mi véllalkozni mertiink. Mivel személyes tapasztala-
tainkbol tudtuk, milyen nagy gondot forditott Lakatos arra, hogy 4ll4s-
pontjat a lehet8 legvildgosabban fejtse ki, kotelességiinknek éreztiik,
hogy legjobb képességeink szerint kijavitsuk a fogalmazisi hibakat.
Biztos, hogy ezek az 1j részek nem hangzanak olyan j6l, mintha Laka-
tos maga dolgozza 4t az eredeti anyagot, de tigy éreztiik, elég kozel
alltunk szerzgjiikhéz, elég sokat dolgoztunk vele egyiitt néhany kor4b-
bi publikéciéjan ahhoz, hogy megkisérelhessiik az anyagot olyan szint-
re emelni, amely megkdzeliti Lakatos munkéinak magas szinvonalit.

Nagyon 6riiliink annak, hogy lehet8ségiink nyilott kdtetbe szer-
keszteni Lakatos fontos matematikai filozéfiai tevékenységének né-
hény darabj4t, mivel ily médon leréhatjuk annak a szellemi és szemé- .
lyes ad6sségnak egy részét, amellyel mindketten tartozunk neki.
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Az e konyv alapjéul szolgdlé anyagnak hosszii és valtozatos torténete
van, amelyre részben mér utaltunk az elfszéban. Az 1963-—64-ben
publikalt eredeti tanulményt (e kényv els8 fejezetét) megelz8 koszo-
netnyilvénitdsdban Lakatos azt irta, hogy a tanulmény munk4lataihoz
1958—59-ben, a cambridge-i King’s College-ban l4tott hozz4, és els6
valtozatit 1959 mArciusiban olvasta fel Karl Popper szeminiriumén,
a London School of Economicsban. Egy mésik valtozatat beépitette az
1961-ben késziilt cambridge-idoktori disszert4ci6jéba, amelyre e kdnyv
tobbi része épiil. A disszertéci6 R. B. Braithwaite professzor irinyit4s4-
val késziilt, s Lakatos készonetét fejezte ki a Rockefeller Alapitvdny
pénziigyi timogatdsaért is, meg ,,azért a sok segitséliért, batoritasért és
értékes birdlatért, amelyet dr. T. J. Smileytél kapott”. A kiszdnet-
nyilvénitds a tovdbbiakban igy hangzik: ,,Amikor a szerz8 a London
School of Economicsban a végs8 véltozat elkészitésén dolgozott,
kiilsndsen dr. J. Agassi, dr. I. Hacking, A. Musgrave, J. W. N. Wat-
kins, valamint W. C. Kneale, R. Montague és Pol4nyi M. professzorok
birdl6 megjegyzéseit és javaslatait vette figyelembe. A kivételek kizird-
sa médszerének értelmezését P6lya Gydrgy és B. L. van der Waerden
professzorok birdlé megjegyzései hatdsdra helyesbitette. A torzsziilot-

tek kizirdsdnak és a torzsziilottek kiigazitdsdnak moédszere kozti

megkiilénboztetést B. MacLennan javasolta. -

A dolgozat hitterének a Pélya 4ltal felelevenitett matematikai heu-
risztika és Popper kritikai filoz6fisja tekinthets.” o

E konyv 6sszesllitasaban a szerkesztGknek John Bell, Mike Hallett,
Moshé Machover és Jerry Ravetz segitett, akik készségesen elolvastik
a mésodik fejezet és a fiiggelékek vazlatst, majd hasznos birdlé meg-
jegyzéseket tettek. ‘

Szeretnénk még kdszonetet mondani Sandra D. Mitchellnek és
kiilonSsen Gregory Currie-nek, akik gondosan ellen8rizték Lakatos
anyagdnak éltalunk végzett stdolgozasat. '

- JOHN WORRALL
ELIE ZAHAR

A SZERZG6 BEVEZETESE

~ A gondolkodés tdrténetében gyakran megesik, hogy el6térbe keriil és

gyorsan halad azoknak a problémdknak a tanulményozisa, amelyek
egy hatékonynak igérkez8 \j médszer segitségével vizsgilhatok, mig a
tobbi problémit hajlamosak elhanyagolni, vagy akir el is felejteni,
tanulményoz4sukat pedig lebecsiilni. :

Ugy latszik, szdzadunkban — a metamatematika lendiiletes fejls-

désének eredményeként — ilyen helyzet alakult ki a matematikai filo-

zéfia teriiletén. :

A metamatematika tdrgya a matematikdnak egy olyan absztrakci6-
ja, ahol a matematikai elméleteket formalis rendszerekkel, a bizonyi-
tdsokat j6l képzett formulik bizonyos sorozataival, a definicidkat
olyan ,,roviditésekkel” helyettesitik, amelyek ,,elméletileg mellGzhe-
t6k”, de ,tipogrifiailag kényelmesek™.! Ezt az absztrakciét Hilbert
azért vezette be, hogy hatékony eljirast biztositson a matematika

1 A. Church: Introduction to Mathematical Logic. Princeton 1956. I. k. 76—77. o.
V8. még: G. Peano: Notations de logique mathématique. Torino 1894.; B. Russell—
A. N. Whitehead: Principia Mathematica. I, k. Cambridge 1910. 12. o. Ez az euk-
lideszi program Pascal-féle megfogalmazésinak integrans része. L.: B. Pascal:
Les réflexions sur la géométrie en général (De I'ésprit géométrique et de Part
persuader). In: J. Chevalier (szerk.): Oeuvres complétes. Périzs 1954, 575—604. o.
V8.: L. Lakatos : Infinite Regress and the Foundations of Mathematics. In: ,,Aris- -
totelian Society Supplementary Volumes, 36. k. 1962. 158. o.
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" egyes médszertani problémdinak megkozelitésére. Vannak azonban
olyan problémé4k, amelyek kiviil esnek a metamatematikai absztrak-
ci6k kdrén. Ezek kozé tartozik az informélis (inhaltliche) matematik4-
val, az inform4lis matematika fejl6désével és a matematikai probléma-
megoldés szitudcionslis logiksjaval kapcsolatos valamennyi kérdés.

Azt a matematikai filozéfiai iskoldt, amely hajlamos arra, hogy a
matematikdt formélis axiomatikus absztrakciéjéval (és a matematika
filoz6fi4jat a metamatematikdval) azonositsa, ,,formalista” iskoldnak
fogom nevezni. A formalista 4ll4spont egyik legvildgosabb megfogal-
mazasa Carnapt6l szdirmazik. Carnap azt allitja, hogy a) ,,a filozéfia
helyét a tudomdny logik4ja fogja elfoglalni. . . ”, b) ,,a tudomény logi-
kdja nem mds, mint a tudomény -nyelvének logikai szintaxisa...”,
¢) ,,a metamatematika a matematikai nyelv szintaxisa”.! Vagyis a
matematika filoz6fidjinak helyét a metamatematika foglalja el.

A formalizmus a matematika torténetét elszakitja a matematika
filoz6fi4jét6l, mivel a matematikarél alkotott formalista elképzelés
szerint a matematikdnak val6jdban nincsen torténete. A formalistik

barmelyike alapjdban véve egyetértene Russell »Tomantikusan”

megfogalmazott, de komolyan gondolt megjegyzésével, hogy Boole-
nak ,,A gondolkodés tdrvényei” (Laws of Thought. 1854.) cimii mun-
kdja volt ,,az elsS konyv, amelyet valaha is a matematik4rél irtak”.?
A formalizmus nem hajlandé matematikdnak tartani annak nagy ré-
szét, amit 4ltaldban oda sorolnak, s a matematika fejlédésérsl egy
sz6t sem tud szdlni. A matematikai elméletek »alkot6” korszakai ko-
ziil egyiket sem, a ,,kritikai” korszakok kéziil alig néh4dnyat bocséta-
ndnak be a formalista mennyorszdgba, ahol mint szerifok, minden
foldi bizonytalansig szennyétOl megtisztitva lakoznak a matematikai
elméletek. A formalistdk azért rendszerint a bukott angyalok szdméra
is nyitva hagynak egy kis h4tsé ajt6t: ha kideriil, hogy a ,,matematika

1 R. Carnap: Logische Syntax der Sprache. Bécs 1934. XIIL. és 9, o,

2 B. Russell: Miszticizmus és logika. Bp. 1976. 120. o. A ,,Miszticizmus és logika*’
elészaviban Russell a kivetkezdket mondja errdl az esszérdl: ,,Hangvétele részben
azzal magyarazhat6, hogy a szerkeszt igen szépen megkért arra, hogy a cikket
»a lehetd legromantikusabban« fogalmazzam meg.”
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és valami egyéb dolog keverékére” olyan formélis rendszert tudunk
tal4lni, amely ,,bizonyos értelemben magiban foglalja e keveréket”,
akkor ez a rendszer is bejuthat a mennybe.! fgy Newtonnak négy
évszdzadon 4t kellett virakoznia, mignem Peano, Russell és Quine
végiil is besegitette a mennyorszdgba, miut4n sikeriilt formaliz4lniuk
az analizist. Dirac szerencsésebb volt: Schwarz még életében megmen-
tette a lelkét. Taldn itt kell emlitést tenniink a metamatematikus para-
dox helyzetérdl: formalista, s6t, még deduktivista kritériumok alapjin
sem tisztességes matematikus. Dieudonné szerint ,,minden matemati-
kusnak, aki ad valamit a szellemi integritdsra (kiemelés tlem — L. I.),
abszolit sziikségszeri{”” axiomatikus formé4ba foglalni érvelését.

Manapség, a formalizmus uralma alatt, az ember hajlik arra, hogy
Kantot parafrazélja: a matematika torténete, a filozéfia irdnymutat4-
sat nélkiilozve, vakkd, a matematika filozéfidja, mellzve a matematika
4drténetének legérdekesebb problémdit, iiressé valik. -

A ,,formalizmus™ a-logikai pozitivista filozéfia bastydja. A logikai
pozitivizmus szerint egy 4llitdsnak csak akkor van értelme, ha vagy
»tautologikus”, vagy empirikus. Mivel az informélis matematika se
nem ,tautologikus”, se nem empirikus, sziikségképpen értelmetlen,
mer§ badarsdg.? A logikai poztivizmus dogm4i 4rtanak a matematika
torténetének és filoz6fidjdnak.

1 H. B. Curry: Outlines of a Formalist Philosophy of Mathematics. Amszterdam
1951, 56—57. o. .
2 J. Dieudonné: Les méthodes axiomatiques modernes et les fondements des

- mathématiques. In: ,Revue Scientifique’, 1939, 225. o.

3 Turquette szerint a Gddel-féle mondatok értelmetlenek. (A. Turquette: Godel
and the Synthetic A Priori. Jn: ,,The Journal of Philosophy”, 1950. 129. o.) Tur-
Quette Copival vitatkozik, aki azt &llitja, hogy mivel ezek a mondatok a priori
igazsdgok, de nem analitikusak, cifoljak az a priori analitikus elméletét. (1. M. Copi:
Modern Logic and the Synthetic A Priori. In: ,,The Journal of Philosophy’’, 1949,
2432245, 0.; Godel and the Synthetic A Priori: a Rejoinder. In: ,,The Journal of
Philosophy", 1950. 633—636. 0.) Egyikiik sem veszi észre, hogy ebbdl a szempont-
bél a Gddel-féle mondatok sajétos stitusa abbodl ered, hogy ezek a tételek nem
formalis matematikai tételek, és igy tulajdonképpen az informalis matematikénak -
egy speciilis esetben betoltott statusardl vitatkoznak. ’
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Ezekben az esszékben a matematika metodoldgidjinak néhiny
probléméjét akarom megvizsgélni. A ,,metodolégia” szét hasonl6 ér-

 telemben haszn4lom, mint Pélya és Bernays a ,,heurisztik4”-t,! vagy
- Popper a , felfedezéslogikd”-t, a ,,szitudcionalis logiki”-t.2 A ,,ma-

tematika metodolégidja™ kifejezés mai, a ssmetamatematika” szinoni-
méjaként valé tilzott hasznilata kétségteleniil a formalizmus jegyét
viseli magén. Azt mutatja, hogy a formalista matematikai filoz6fisban
a metodolégidnak — mint felfedezéslogikdnak — nincs megfelel§
helye. A formalistik szerint a matematika a képletekbe foglalt mate-

1 Pélya Gy.: A gondolkodis iskolja. Bp. 1977., killéndsen 142—143. 0.; G. Pd[)a:
Mathematics and Plausible Reasoning. London 1954.; Pélya Gy.: A probléma-
megoldés iskoldja. Bp. 1966.; P. Bernays: Review of Pdlya’s How to Solve It.

. In: ,,Dialectica®, 1947, kiilondsen 187. o.

2 K. R. Popper: Logik der Forschung. Bécs 1934. 90. o.; The Poverty of His-
toricism. London 1957. 147. o. és kk.

3 Ezt példAul Tarski két irasaval szemiéltethetjiik. (4. Tarski: Uber einige funda-
mentale Begriffe der Metamathematik. In: ,,Comptes rendus des séances de la
société des sciences et des lettres Varsovie™, 1930. CI. IIL. 22—29. o. és Fundamen-
tale Begriffe der Methodologie der deduktiven Wissenschaften. I. In: »Monatshefte
fiir Mathematik und Physik*, 1930. 361—404. 0.) Az els8 dolgozatban Tarski a
ndeduktiv tudoményok™ kifejezést kimondottan a wformalizilt deduktiv tudomé-
nyok™ roviditéseként alkalmazza. A kdvetkezGket mondja: ,,A formalizalt deduktiv?
tudoményok alkotjik a metamatematika kutatési teriiletét, nagyjabél azonos érte-
lemben, mint ahogy a térbeli entitésok alkotjik a geometriai kutatasok teriiletét.””
A mésodik dolgozatban fondorlatosan imperialista médon kicsavarja ezt az értel-
mes megfogalmazist: ,,A deduktiv tudoményok éppigy a deduktiv tudomAanyok
metodol6gidjanak térgyit alkotjak, ahogy a térbeli entitisok a geometridét, az
dllatok az édllattanét. Természetesen nem minden deduktiv tudomény forméja al-
kalmas arra, hogy tudomanyos vizsgalédas tirgya legyen. Azok a tudoményok
példiul, amelyek nem nyugszanak hatérozott logikai alapon, amelyeknek nincsenek
pontos levezetési szabélyaik, és amelyeknek a tételeit a kdznyelv rendszerint két-
€rtelm( és pontatlan kifejezéseivel fogalmazzik meg — egyszéval a nem formalizalt
tudomanyok —, nem alkalmasak erre. A metamatematikai kutatisok tehit a
formalizalt deduktfv tudoményok térgyalisira korlatoz6dnak.” Ebben az az 4j-
donség, hogy mig az els6 megfogalmazis azt 4llitotta, hogy a metamatematika tir-
gyét a formalizilt deduktiv tudoményok képzik, a masodik megfogalmazis sze-
rint a metamatematika tirgya csak azért korlétozodik a formalizalt deduktiv tudo-
ményokra, mert a nem formalizalt deduktiv tudoményok egy4ltalin nem alkalma-
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matikdval azonos. De mit lehet felfedezni egy formaliz4lt elméletben?
K¢tféle dolgot. Eldszor: olyan problémak megold4sat, amelyeket egy
megfelelden programozott Turing-gép véges id8n beliil képes megolda-

- ni. (Péld4ul: bizonyités-¢ valami, amirl ezt feltételezik, vagy nem?)

Nincs olyan matematikus, akit érdekelne annak a halslosan unalmas
mechanikus ,,m6dszernek” a végigvitele, amelyet az efféle eldontési el-
jarasok el6irnak. Mdsodszor: olyan problémék megold4sét fedezheti
fel az ember (példdul: egy eldonthetetlen elmélet egy bizonyos for-
muléja tétel-e, vagy nem), ahol a ,,szabélyozhatatlan intuicié és a j6
szerencse™ az egyetlen eligazit6 ,,médszer”.

Az €16 matematikdban nemcsak ez a sovdnyka vélasztisi lehet8ség
van egy gép racionalitdsa és'a vak taldlgat4s irracionalitdsa kozott:1

sak arra, hogy tudoményos vizsghlat tirgyét képezzék. Bz az 4llit4s azt is magéiban
foglalja, hogy egy formalizilt tudomény elStorténete nem lehet tudoméanyos vizs-
ghlat targya, eltérGen egy 4llatfaj el6tdrténetétSl, amely a valéban tudoményos fej-
16déselmélet targya lehet. Senki sem kételkedik abban, hogy egy matematikai elmé-
let egyes problémait csakis azutén lehet megvizsgalni, miutan formaliziltdk az el-
méletet, mint ahogy az emberi lényekkel kapcsolatos kérdések némelyikét (mond-
Jjuk, az emberek anatémiéjat) csak halaluk utan vizsgilhatjuk meg. Mégis kevesen
fognak ebbdl arra a kivetkeztetésre jutni, hogy az emberi lények csak akkor ,,al-
kalmasak tudomanyos vizsgélatra™, ha ,,halottként” szerepelnek, tehat a biologiai
kutatisok a holtak térgyalisira korlitozédnak. Bir nem lepSdnék meg, ha
Vesalius valamelyik lelkes tanitvinya az anatémia kialakulisanak dicsGséges nap-
jaiban, amikor a boncolés hatékony tj médszere kialakult, az élettant azonositotta
volna a holttestek elemzésével.

Introduction to Logic and to the Methodology of Deductive Sciences (New York
1941.) cimG mive elSszaviaban Tarski részletesen kifejti 2 formalis rendszerektl
eltéré birmely metodoldgia lehetSségére vonatkozé tagado allaspontjit: ,,Azem-
Pirikus tudoményok metodolégijéval foglalkozé kényv. . . féként tapogat6zisok
¢s sikertelen erdfeszitések értékelsére és kritikajara kénytelen korlitozédni.”
Ennek az az oka, hogy az empirikus tudomanyok tudomanytalanok: Tarski de-
finfciéja szerint ugyanis a tudoményos elmélet ,,bizonyos szabalyok szerint ren-
dezett, igazolt 4llftdsok rendszere” (uo.).

1 A formalista filozofia egyik legveszélyesebb hébortja az, hogy 1. valamit — helye-
sen — 4llit a formélis rendszerekrél, 2. azutdn azt mondja, hogy ez a ,,matematiké-
ra” ig érvényes, s ez ismét helyes, ha elfogadjuk a matematika azonositasat a for-
mélis rendszerekkel, 3. végiil hamis jelentéseltoléssal a ,,matemati 2’ szot ismét
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az informélis matematika vizsgilata a gyakorlé6 matematikusok sz4-

méra gazdag szitudcion4lis logik4t eredményez, egy olyan szituicion4-
lis logik4t, amely nem mechanikus, nem irracionalis, de amelyet a

formalista filozéfia nem ismerhet el, még kevésbé 6szténdzhet.

A matematikatdrténet és a matematikai felfedezés logikija, azaz a
matematikai gondolkodés filogenezise és ontogenezise,! csak a for-
malizmus kritik4javal és végsG elutasitdsaval épithetd fel.

-A matematika formalista filoz6fidjdnak azonban nagyon mély
gyokerei vannak. Ez a dogmatikus matematikai elméletek hosszii l4n-
colatdnak utolsé 14ncszeme. T6bb mint kétezer éve vitatkoznak egy-
massal a dogmatikusok és a szkeptikusok. A dogmatikusok azt éllitjék,

hogy — emberi értelmiink és/vagy érzékszerveink segitségével — képe- '

sek vagyunk eljutni az igazsghoz, és meg is tudjuk 4llapitani, hogy
eljutottunk hozzé. A szkeptikusok viszont vagy azt 4llitjak, hogy egy4l-
taldn nem juthatunk el az igazsdghoz (hacsak misztikus élményeken
keresztiil nem), vagy azt, hogy nem tudhatjuk, képesek vagyunk-e
elérni avagy hogy elértiik-e az igazsagot. Ebben a nagy vit4ban, amely-
ben tjra és tjra korszer(isitik az érveket, a tmatematika a dogmatizmus

a hagyomanyos érteiemben hasznélja. Err6l mondja Quine, hogy ,,ez a matematika

Jellegzetes helyzetét tiikrozi: a matematikus a szabélyozhatatlan intuicié és jo
szerencse segitségével bukkan rd egy bizonyitisra, mas matematikusok viszont

kés6bb ellendrizni tudjak ezt a bizonyitast'” (W. V. O. Quine: Mathematical Logic.
Cambridge—Massachusetts 1951. 87. 0.). Gyakran azonban igen kényes vallal-
" kozasnak bizonyul egy koznapi (informalis) bizonyitis ellenérzése. Ahhoz, hogy
valaki rdakadjon egy ,,hibara” éppen annyi intuiciora és szerencsére van sziikség,
- mint ahhoz, hogy r4jojjon egy bizonyftdsra. Az informalis bizonyitdsokban a
»hibak” felfedezése néha évtizedekbe telhet, ha nem évszazadokba.
1 Poincaré és Polya szerint Haeckel ,,biogenetikai alaptorvénye™, amely szerint
az ontogenexzis a filogenezis megismétlése, a szellemi fejlddésre is alkalmazhaté, kii-
16n6sen a matematikéban. [H. Poincaré: Science et méthode. Périzs 1908. 135. o.;
G. Pélya: The Teaching of Mathematics and the Biogenetic Law. In: L. J. Good
* (szerk.); The Scientist Speculates. London 1962. 352—356. 0.] Hogy Poincarét
idézziik: ,,A zoolégusok azt illitjdk, hogy az 4llat embrionalis fejlédése roviden
megismétli Sseinek a geologiai korszakokban lezajlott egész torténetét. Ugy Iatszik,
ugyanez a helyzet a szellemi fejlédéssel is. . . Ezért legelsd kalauzunknak a tudo-
mény térténetének kell lennie.” '
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biiszke fellegvira volt. Valahdnyszor ,,vdlsdgba® keriilt az adott kor
matematikai dogmatizmusa, egy 1j valtozat ismét teljes pontosségot

- és végleges alapokat szolgéltatott, ily médon Allitvan helyre azt az

elképzelést, hogy a matematika ellentmondist nem tfir8, tévedhetet-

- len, céfolhatatlan tudomd4ny, ,,az egyetlen tudomény. .., amellyel

Istennek ez ideig az emberiséget megajindékoznia tetszett”.! A leg-
t6bb szkeptikus belenyugodott a dogmatikus ismeretelmélet e védg-
béstydjinak rendithetetlenségébe.? Igencsak ideje mér, hogy leszdmol-
junk ezzel a képzettel. '

Az itt kdvetkez8 tanulmény Iényege vitatja a matématikai formaliz-
must, de a matematikai dogmatizmus végs6 4ll4sait kézvetleniil nem
tdmadja. Szerény célja annak a nézetnek a kifejtése, hogy az informélis,
kvéziempirikus matematika nem a kétségbevonhatatlanul megalapo-
zott tételek szim4nak egyhangti ndvekedése révén fejlddik, hanem a
taldlgatdsok sziintelen helyesbitésével, az elmélkedés és a kritika, a bi-
zonyitasok és céfolatok logikdja segitségével. Mivel azonban a meta-
matematika az éppen most gyorsan fejl3d8 informalis, kvéziempirikus

- matematika egyik paradigmija, a tanulmény, tém4janil fogva, a mo- -

dern matematikai dogmatizmussal is szembefordul. Aki tanulminyoz-
2a a metamatematika legtjabb tSrténetét, az itt leirt modelleket sajit
teriiletén is fel fogja ismerni. ‘

A dialégus forma a torténet dialektikéj4t kivdnja tikrozni: az a
célja, hogy valamiféle raciondlisan rekonstrudit vagy ,desztilldle”
1orténelmet mutasson be. A tényleges torténelem ez alatt, a ldbjegyzetek-
ben olvashatd, melyek legtibbjét ezért a tanulmdny szerves részének kell

" tekinteni. -

1 T. Hobbes: Leviatén. Bp. 1970. 31 o. S

2 A matematika szerepérsl a dogmatikusok és szkeptikusok vithjiban lasd:
1. Lakatos: Infinite Regress and the Foundations of Mathematics. 1d. kiad. 155—
184. 0. i '
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L FEJEZET

1. Egy probléma és egy sejtés

A dialégus egy képzeletbeli tanteremben folyik. A hallgatokat érde-

kelni kezdi egy PROBLEMA : van-e olyan &sszefiiggés a poliéderek
— kiilonésen a szabdlyos poliéderek — c csticsainak, & éleinek és / lap-
jainak szdma kozbtt, amely_analég a sokszdgek csticsainak és éleinek
szdma kozti trividlis sszefiiggéssel, vagyis azzal, hogy a sokszogek-
nek annyi csiicsa van ahény éle (¢ = é)? Ez az dsszefiiggés teszi ugyanis
lehet8vé, hogy a sokszdgeket az élek (vagy a csticsok) szdma szerint
osztilyozzuk: hiromszogek, négyszogek, 6fszogek stb. Egy ezzel

" anal6g Gsszefiiggés segitségével a poliédereket is osztilyozni tudndnk.

SzAmtalan prébalkozds és tévedés utdn a hallgatok észreveszik,
hogy minden szab4lyos poliéder esetében ¢ —é+41=21 Az egyik hall-

1 Bzt az Bsszefilggést elszor Enler vette észre. (L. Euler: Elementa Doctrinae
Solidorum. In: ,,Novi Commentarii Academiae Scientiarum Petropolitanae™,
1758. 109—140. 0.) Euler eredeti problémija a poliéderek osztélyozisa volt, s ennek
nehézségére a szerkesztd Bsszefoglaldsa mutatott ra; ,,Mig a sikgeometriaban a sok-
szbgek (figurae rectilineae) nagyon kdnnyen osztilyozhatok az oldalak szima
Szerint — amely természetesen egyenld a szdgek sziméval —, a térgeometridban a
Poliéderek (corpora hedris planis inclusa) osztalyozisa sokkal nehezebb feladatot
Jelent, mivel ehhez 8nmagAban nem elégséges a lapok szAménak ismerete.”

Buler eredményének kulcsa éppen a csics és-az é/ fogalmanak felfedezése volt.
Euler mutatta ki el6sz8r, hogy a poliéderek (topologiai) jellegét a lapok szima
Mellett a poliéder felilletén talilhaté pontok és vonalak szhma hatirozza meg. Erde- .
kes, hogy mig egyrészt, kiemelte az 4ltala hasznilt fogalmak ujszeriségét, és azt,
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gat6 tigy véli, hogy ez mindenféle poliéderre alkalmazhaté. A t5bbick
megprébiljak megedfolni ezt a sejtést, sokféleképpen vizsghlgatjak, de
tovabbra is igaznak bizonyul. Az eredmények aldtdmasztjdk a sejtést,

¢s azt sugalljik, hogy bizonyithatd is. A probléma és a sejtés felvetését

kévetSen lépiink most be a tanterembe.! A tandr éppen arra késziil,
hogy bebizonyitsa a sejtést.

hogy a régi ,,latus’ (oldal) helyett az ,,acies” (é]) terminust kellett kigondolnia,
mivel a Jatus fogalma a sokszégekhez kapcsolédott, mig Eulernek poliedrikus foga-
_lomra volt sziiksége, masrészt, az 4ltala bevezetett pontszer(i csiicsok jeldlésére
mégis megdrizte az ,,angulus solidus” (szilard szdg) terminust. Ujabban 4ltalinosan
elterjedt az a nézet, hogy e téren Descartes-ot illeti meg az elsdség. Ez a nézet
Descartes-nak arra a kdriilbeliil 1639-b6! szérmazé kéziratéra épiil, amelyet
Leibniz 1775—76-ban mésolt le Parizsban.az eredetir6l, s 1860-ban Foucher de
Careil fedezett fel Gjra és adott ki. Némi fenntartas nélkiil mégsem tulajdonithatd
Descartes-nak az els6ség. Igaz, Descartes megéllapitotta, hogy a siksztgek szima
2®+-22—4, ahol® a lapok szdmit, a« a szilard szbgek szimat jelenti. Az is igaz, hogy
Descartes megillapitotta: kétszer annyi sikszdg van, mint ahany €l (/atera). Ha ezt
a két allitst dsszekapcsoljuk, természetesen megkapjuk az Euler-formulit. Des-
cartes azonban nem latta értelmét annak, hogy ezt megtegye, mivel még szigekben
(szilard és sikszBgekben) meg lapokban gondolkodott, és nem végezte el azt a tuda-
tos forradalmi valtoztat4st, amely szerint a poliéderek teljes topoldgiai jellemzésé~
hez a 0-dimenzi6s csticsok, az egydimenzids élek és a kétdimenzi6s lapok fogalma
ad sziikséges és elégséges alapot. ‘
1 Euler elég alaposan megvizsgilta sejtésének kdvetkezményeit, ellenSrizte hasa-
boknal, gilaknal stb. Azt is hozzatehette volna, hogy ugyanebb6l a sejtésbsl ered az
az allitasa is, hogy csak 5t szabalyos test 1étezik, Egy maésik kvetkezménye ennek
a sejtésnek az a nagyon plauzibilis, de nem bizonyftott 4llitas is, amely szerint négy
szin elegendd barmely térkép kiszinezéséhez.,
A c—é+1=2 Bsszefiiggéssel kapcsolatban Pélya tirgyalja a sejtés és az ellendrzés
fazisat. (G. Pélya: Mathematics and Plausible Reasoning. Id. kiad. I k. 35—41. 0.)
Itt azonban megill, és nem foglalkozik a bizonyitds szakaszival, noha természetesen
hangstlyozza, hogy sziikség vana ,,bizonyit6 feladatok’ heurisztik4jira. (PdlyaGy.:
A gondolkodas iskol4ja. Id. kiad. 167. 0.} A mi gondolatmenetiink ott kezdsdik,
ahol P6lya megallt, : ’ ' @

22

2. Egy bizonyitds

TANAR: Az el6z8 6rén eljutottunk a poliéderekre vonatkozé kdvetke-
z8 sejtés megfogalmazdsdig: minden poliéder esetében c—é+4/=2,

~ahol ¢ a csucsok, ¢ az élek, / pedig a lapok szdmét jelSli. Kiilonb6z8

médszerekkel ellenSriztiik ezt a sejtést, de még nem bizonyitottuk be.
Talélt-e valamelyikiik bizonyit4st? .

SZIGMA TANULG: ,,Ami engem illet, be kell vallanom, hogy még nem
tudtam szigori bizonyit4st konstruélni erre a tételre. . . Mivel azonban
oly sok esetben bizonyult igaznak, nem lehet kétséges, hogy minden
testre vonatkozéan igaz. Az llitdst tehat, igy l4tszik, kielégitBen meg-
indokoltuk.”! Ha azonban 6n taldlt egy bizonyit4st, kérem, fejtse ki!
TANAR: Val6ban van egy bizonyitdsom. Ez a kovetkez8 gondolat-

1. dbra ' 2.4bra

kisérletbsl 4ll. 1. lépés: Képzeljiik el, hogy a poliéder beliil iires,
feliilete pedig vékony gumibél van. Ha az egyik lapjat kivigjuk, a
megmaradt feliiletet kiterithetjiik a t4bldra, anélkiil, hogy elszakita-
nank. A lapok és az élek deformélédnak ugyan, st az élek esetleg el is
gorbiilnek, de ¢ és é nem véltozik; vagyis az eredeti poliéder esetében
c—é+1=2, akkor és csak akkor igaz, ha a fentiek szerint kiteritett
hél6 esetében c — é+ /=1, mivel egy lapot kivdgtunk. (Az 1. 4brén egy
kocka kiteritett hil6ja 14thatd.) 2. lépés: Térképiinket, amely valéban
1 L. Euler: Elementa Doctrinae Solidorum. Id. kiad. 119. és 124. o. KésGbb azon- )
ban mégis kisérletet tett a bizonyitdsra. (L. Euler: Demonstratio Nonnullarum

Insignium Proprietatus Quibus Solida Hedris Planis Inclusa sunt Praedita. .In:
»Novi Commentarii Academiae Scientiarum Petropolitanae”, 1758. 140-~160. o0.)
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(a) 3.4bra (b)

~

gy néz ki, mint egy fSldrajzi térkép, hiromszogeléssel folmérjiik.
(Esetleg gérbe) 4tl6kat hizunk azokba az (esetleg gorbe oldalu) sok- )
szogekbe, amelyek még nem (esetleg gorbe oldalu) héromszogek. Min- .
den egyes 4tléval mind é-t, mind it eggyel néveljiik, vagyis ¢ —é+1/
Osszege nem véltozik (2. 4bra). 3. lépés: Most a hdromszégekre osztott
hil6bél egyenkeént eltdvolitjuk a hiromszogeket. Egy hiromszég el-
tévolitisa vagy egy él eltdvolitssival jar, amelynek kovetkeztében
egy lap és egy ¢l eltlinik (3(a) 4bra), vagy két él és egy cstics eltdvoli-
tésdval, amelynek eredményeképpen egy lap, két él és egy cstics tfinik el
(3(b) 4bra). Igy, ha az egyik hiromszg eltdvolitdsa el6tt c—é+I=1
volt, ugyanannyi marad a hdromszdg eltdvolitisa utén is. Vagyis
c¢—é+1=1 igaz. Sejtésiinket teh4t bebizonyitottuk.! :
DELTA TANULG: Nevezze most mér téfelnek, tanir tir! Nincs benne
tobbé semmi sejtésszert.?

1 Ennek a bizonyitisnak az dtlete Cauchyt6l ered. (4. L. Cauchy: Recherches sur
les polyédres. In: ,,Journal de I'Ecole Polytechnique’, 1813. 68—86. 0.)

2 Delta véleményét, hogy az eldbbi bizonyitas kétséget kizArGan aldtimasztja a
ntételt”, a XIX. szizadban sok matematikus osztotta. (Péidaul: 4. L. Crelle:
Lehrbuch der Elemente der Geometrie, . k. Berlin 1826. 668—671. o.; L. Matthies-
sen: Uber die scheinbaren Einschrankungen des Euler’schen Satzes von den Poly-
edern. In: ,,Zeitschrift fiir Mathematik und Physik™, 1863. 449-—450. o.; E. de
Jonquiéres: Note sur un point fondamental de la théorie des polyddres. In:
»Comptes Rendus des Séances de I’Académie des Sciences’, 1890. 110—115. o. és
Note sur le théoréme d’Euler dans la théorie des polyédres, Uo. 169—173. 0.) Egy
jellemz5-részlet igy hangzik: ,,Cauchy bizonyitisit kdvetSen teljesen bizonyossé
vélt, hogy a c—é+1=2 eleghns Osszefiiggés valamennyi poliéderre igaz, pontosan
tgy, ahogy azt Euler 1752-ben Allitotta. 1811-ben minden, bizonytalansig elosz-
lott.”” (E. de Jonquiéres: Note sur un point fondamental de la théorie des
polyédres. Id. kiad. 111—112. 0.) @
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ALFA TANULG: Nem tudom. Azt ugyan beldtom, hogy ezt a kisérletet
egy kocka vagy egy tetraéder esetében el lehet végezni, de honnan
tudjam, hogy bdrmilyen poliéderrel elvégezhetB. Biztos-¢ a tandr dr
példaul abban, hogy minden poliéder kiterithet a tdbldn, miutdn az
egyik lapjdt eltdvolitottuk? Kételkedem az els8 1épés helyességében.
BETA TANULG: Biztos, hogy a térkép hdromszigelésekor minden 4f
élhez egy 1j lap is jérul? En a misodik 1épésben kételkedem.

GAMMA TANULO: Biztos, hogy amikor egyenként eltdvolitjuk a hdrom-
szogeket, csak az az alternativa, hogy vagy egy él, vagy két él és egy
csics tinik el? Avagy biztos-e akir csak abban is, hogy e folyamat
végén csak egy hdromszdg marad? Nekem a harmadik 1épés helyességét
illetBen vannak kételyeim.!

TANAR: Természetesen egyikben sem vagyok biztos. ,
ALFA: Hiszen akkor rosszabbul 4llunk, mint az el8bb! Egy sejtés
helyett most mar legaldbb hirommal 4llunk szemben! Es ezt nevezi 6n
»bizonyitdsnak”} - ‘ -
TANAR: Elismerem, hogy a hagyoményos ,,bizonyitds” sz6 az el6z8
gondolatkisérlet esetében joggal tarthaté egy kicsit félrevezet&nek.
Magam sem hiszem, hogy ez a ,,bizonyit4s” igazolja a sejtést.

DELTA: Hét akkor mit csinl? On szerint mit bizonyit egy matematikai
bizonyitds?

TANAR: Kényes kérdés, késbb megprébalunk vélaszolni r4. Addig is
azt javaslom, hogy a hagyoményos ,,bizonyitds” terminus technicust
az olyan gondolatkisérlet — avagy ,,kvdzikisérlet” — jelslésére tartsuk
fenn, amely az eredeti sejtésnek tovabbi sejtésekre vagy lemmdkra valo
lebontdsdt inditja el, midltal az eredeti sejtést tGle esetleg egészen tdvol
es8 ismeretanyagba dgyazza. A mi ,,bizonyitdsunk” péld4ul az eredeti
sejtést — amely kristalyokra vagy, mondjuk, szildrd testekre vonatko-
Zott — a gumilapok elméletébe 4gyazta. Egész biztos, hogy Descartes
vagy Euler, az eredeti sejtés alkotdi, err6l még csak nem is 4lmodtak.?

1 Tanulécsoportunk igencsak fejlett. Cauchy, Poinsot és a. XIX. szizad megannyi
kitfing matematikusa el5tt fel sem meriiltek ezek a kérdések.

2 A gondolatkisérlet (deikmimi) a matematikai bizonyitis leg6sibb médja, Az .
Eukleidész el6tti gorog matematikaban ez dominalt. (V3.: Szabd 4. : ,,Deiknymi’”



als mathematischer Terminus fiir ,Beweisen”. In: ,,Maia”, 1958. 1—26. 0.) Az "
6kori matematikusok szAmara kdzhelynek szdmftott, hogy heurisztikus értékitket
tekintve a sejtések (vagy tételek) megel6zik a bizonyitasokat. Ez abbél kdvetkezett,
hogy a heurisztikiban az ,,amallzis” elsSbbséget élvezett a ,,szintézissel” szemben.
(Kitiné értekezést irt errdl R, Robinson: Analysis in Greek Geometry. In: ,,Mind”,
1936. 464—473. 0.) Proklosz szerint ,;elre tudnunk kell azt, amit keresiink...”
(T. L. Heath: The Thirteen Books of Euclid’s Elements,Cambridge 1925. L k.
129. 0.) ,,Azt mondték, hogy tétel az, amit azért fogalmaznak meg, hogy éppen a
tervezett dolgot mutassak ki’ — mondja Papposz. (Uo. 10. 0.) A gérgdk nem tar-
tottik sokra az olyan tételeket, amielyekre tSrténetesen deduktiv gondolkodéssal
akadtak ra, anélkiil, hogy el6z8leg mar kitalaltak volna Sket. Porizmdnak nevezték
Sket, korollariumnak, a bizonyitott tétel egyenes kdvetkezményének, véletlenszer(i
eredménynek, amely egy tétel bizonyitasabol vagy egy probléma megoldisibol sar-
jad, olyan eredménynek, amelyet nem kerestek kifejezetten, csak véletleniil, minden
erdfeszités nélkiil ad6dott, és amely — Proklosz szavaival — valamiféle szélcsendet
(ermaion ) vagy jutalmat (kerdosz jjelent. (Uo. 278. 0.) Euler egyik konyvének szer<
keszt3i 6sszefoglalékéban olvashatjuk, hogy az aritmetikai tételeket ,,sokkal el5bb
felfedezték, mint ahogy iggrsAgukat - szigori bizonyitasokkal megerdsitették”.
(L. Euler: Specimen de usu Observationum in Mathesi Pura. In: ,,Novi Commen-
tarii Academiae Scientarum Petropolitanae™, 1756—57, 19—21. 0.) A szerkeszt6 és
Euler egyarént a modern ,,indukcis kifejezéssel jel6li a felfedezésnek ezt a folya-
matat az 6kori ,,analizis”* helyett. (Uo.) A heurisztika értékrendje — az eredmény
megel6zi azérvelést, a tétel a bizonyitist — mélyen gybkerezik a matcmatikhi folk-
l6rban. Hadd idézziink néhény valtozatot erre az ismerds téméra! Azt mondjik,
Khriiszipposz a kdvetkezSket irta Kleanthésznek: »Csak kiild el a tételeket, a bi-
zonyitdsokat majd én megtalalom.” Gauss sllit6lag igy panaszkodott: ,,Mér régen
megvannak az eredményeim, csak azt nem tudom még, hogyan kell elérnem
Gket.” (V8.: A. Arber: The Mind and the Eye. Cambridge 1954. 47. 0.) Riemann
meg emigy: ,,Bircsak :meglennének a tételek! Akkor mar elég kénnyen megtalal-
néim a bizonyitisokat.” (V6.: O. Hélder: Die mathematische Methode. Berlin
1924. 487. 0.) Pélya is hangsiilyozza: ,,Egy matematikai tételre el6szor rd kell j6nni,
mielstt bizonyftani az ember.” (G. Pdlya: Mathematics and Plausible Reasoning,
Id. kiad. 1. k. VL. 0.) ‘

A ,,kvdzikisérlet kifejezés Euler el8bb idézett miivének szerkeszt6i 8sszefoglalisd-
bol szdrmazik. A szerkeszts szerint ,,mivel a szimokat kizirdlag a tiszta értelemhez
sorolhatjuk, alig értjiik, miképpen hasznalhaték fel a megfigyelések és a kvdzikisér
. letek a’szimok természetének vizsgalataban. Val6jaban mégis, ahogy ezt itt alapos
érvekkel ki fogom mutatni, a szamok ma ismert tulajdonségait jérészt megfigyolések
segitségével fedezték fel. ..” (Plya — fentebb idézett munkajinak 3. oldalin —
ezt az idézetet tévesen Eulernek-tulajdonitotta.)
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3. A bizonyitds kritik4ja helyi, de nem globalis
ellenpélddkkal - -

TANAk: A séjtésnek ilyen, a bizonyitis ltal elinditott lebontisa uj

 tévlatokat nyit az ellen8rzés elBtt. A lebontés a sejtést szélesebb fron-

ton bontakoztatja ki, s igy kritikdnk t5bb célpontra irAnyulhat. Egy
helyett most mir legalsbb hirom lehet&ségiink van arra, hogy ellen-
példakat sorakoztassunk fel! o

GAMMA: Jeleztem mdr, hogy nem tetszik nekem a tandr dr harmadik
“lemméja (vagyis az, hogy a kiteritést kovetd hdromszogelésb6l szér- \

maz6 hdromszigeknek a h4lébél valé eltavolitdsa sordn csak két lehe-
toségiink van: vagy egy €lt, vagy két élt és egy csiicsot tavolitunk el).
Azt gyanitom, hogy més form4ci6k is 1étrejohetnek, amikor eltsvoli-
tunk egy hdromszoget. o e
TANAR: A gyant még nem kritika, )
GAMMA : Hit az ellenpélda kritika?. , '
TANAR: Természetesen. A sejtések nem vesznek tudomist az ellen-
szenvr8l és a gyanirdl, de az ellenpélddkat kénytelenek figyelembe
venni. =

THETA (félre) : A scjtések nyilvan nagyon is kiilsnbéznek azoktél, akik
képviselik 8ket. '

GamMA : Trividlis ellenpéldét hozok fel. Vegyiik azt a hAromszogekb6l
4ll6 h4lét, amit azt kévetSen kapunk, hogy a kockén elvégezziik az
elsG két miveletet (2. 4bra). Ha most ennek a hélénak a belsejébaol
veszek el egy hdromszéget — ahogy a mozaikjatékbl is ki lehet venni
egy darabot —, akkor ezt a hdromszoget anélkiil vettem el, hogy egyet-
len €It vagy csiicsot eltdvolitottam volna. Vagyis a harmadik lemma
hamis, és nemcsak a kocka, hanem a tetraéder kivételével minden
poliéder esetében. A tetraéder esetében ugyanis a kiteritett h4lén vala-
mennyi hdromszdg hatdrhiromszog. Az 6n bizonyitdsa tehdt bebizo-
nyitja az Euler-tételt a tetraéderre. Azt viszont mar tudjuk, hogy a tet-
raéder esetében ¢ —é+ =2, akkor miért bizonyitjuk ? ]
TANAR: Igaza van. De ne feledkezziink meg arrdl, hogy a kocka, ami a

27



harmadik lemmadra nézve ellenpélda, nem ellenpéldéja a f3 sejtésnek,
mivel a kockén4l is ¢ —é+/=2. Kimutatta ugyan az érvelés — a bi-
zonyitis — gyengeségét, de a sejtés hamissdgat nem. '
ALFA: Elveti tehdt ezt a bizonyitdst? = ‘
TANAR: Nem. A kritika nem sziikségképpen rombolis. Ugy fogom
helyesbiteni a bizonyitdsomat, hogy megéllja a helyét a kritikdval .
szemben.

Gamma: Hogyan? : e

TANAR: Miel6tt elmondandm, hadd vezessem be a kdvetkez8 termi-
nolégit! Az olyan ellenpéldét, amely csak egy lemmit cifol, anélkiil,
hogy sziikségképpen megcifolné a 8 sejtést is, ,,helyi ellenpéldinak”,
az olyan ellenpéldit, amely magit a f8 sejtést cafolja meg, ,.globdlis
ellenpélddnak™ fogom nevezni. A maga ellenpélddja tehdt helyi, de
nem globilis. A helyi, de nem globélis ellenpélda a bizonyit4s kritik4ja,
de nem a sejtésé.

GAMMA: Vagyis lehet, hogy a sejténgaz, de a tandr dr bizonyit4sa ezt '

nem bizonyitja. -

TANAR: Viszont kénnyen finomithatom és helyesbithetem a bizonyitdst
gy, hogy a hamis lemmét egy némileg médositott lemméval cserélem
fel, amelyet majd a maga ellenpélddja sem cafol meg. Most mir nem
azt éllitom, hogy bdrmelyik hdromszog eltévolitisa az emlitett két
" vdltozat egyike szerint megy végbe, hanem csak azt, hogy az eltdvolitds
sordn bdrmely hatdrhdromszdg eltévolitésa e vdltozatok valamelyike
szerint megy végbe. Visszatérve a gondolatkisérletre, mind6ssze annyit
kell tennem, hogy a harmadik 1épés megfogalmazését értelemszer(ien

kiegészitem egyetlen széval: ,,a hdromszdgekre osztott h4lébél

egyenként eltdvolitjuk a hatdrhiromszogeket”. Bizonyéra egyetértenek
azzal, hogy csupén jelentéktelen médositésra volt sziikség a bizonyitds
helyesbitéséhez. ‘ ; _
GAMMA: Nem hiszem, hogy ez.a médositis olyan jelentéktelen. Tu-
lajdonképpen igen szellemes. Hogy ezt viligossd tegyem, be fogom
bizonyitani, hogy hamis. Vegyitk ismét a kocka kiteritett h4l6jat, és a
4. 4brén feltiintetett sorrendben tévolitsunk el a tiz hdromszsgbsl
nyolcat! A nyolcadik hdromszdg eltdvolitisakor, amely addigra méar
kétségteleniil hatirhdromszog, két élt t4volitunk el, de egyetlen
csicsot sem, ami ¢ —é+/ Gsszegét 1-gyel megvaltoztatja. Es marad a
9-es és 10-es szdmii, egymést6] kiiléndllé hdromszog.

TANAR: Meg tudndm 8rizni a l4tszatot, ha azt mondanim, hatir-
héromszig alatt olyan hdromszdget értettem, amelynek az eltdvolit4sa
utin a hélé Osszefiiggl marad. Az intellektulis tisztesség azonban
visszatart attél, hogy 4lldgpontomat Gjra és wjra médositsam ,,Gigy
értettem” kezdetfi mondatokkal, ezért elismerem, hogy most kényte-
len leszek a hdromszdgek eltévolitdsi milveletének masodik véltozatat
egy harmadikkal felcserélni: gy tavolitjuk el egyenként a hirom-
szogeket, hogy kdzben ¢ —é+/ nem véltozik.

KapPA: Nagylelkien elfogadom, hogy az e mfiveletnek megfeleld

. lemma igaz: ha gy tavolitjuk el egyenként a hiromszégeket, hogy

kozben ¢ — é+ I nem véltozik, akkor ¢ —é+/ nem valtozik.

TANAR: Nem. A lemma tigy hangzik, hogy a hdldban taldihaté hdrom-
szogeket meg lehet tgy szdmozni, hogy helyes sorrendben valé eltdvo-
litdsuk sordn c — é+ 1 mindaddig nem fog véltozni, amig el nem jutunk az
utolsé hdromszoghoz.

Karpa: De hogyan lehet megalapitani ezt a helyes sorrendet, ha egyél-

1 Lhuilier, hasonl6an helyesbitvén Euler egyik bizonyitisit, azt mondja, hogy
Csupdn ,jelentéktelen médositast™ eszkdzblt. (S. A. J. Lhuilier: Mémoire sur la
polyédrométrie. In: ,, Annales de Mathématiques, Pures et Appliquées”, 1812—13.
179.0.) Maga Euler azonban lemondott a bizonyitasrol, mert észrevette a hibt, do -
fem volt képes elvégezni ezt a ,,jelentéktelen modositast”. h
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talén van ilyen 7 Az 6n eredeti gondolatkisérletében az utasités szerint

tetszfleges sorrendben tdvolithattuk el a hiromszdgeket. Médositott |

gondolatkisérletében az utasftés szerint csak helyes sorrendben t4vo-
lithatjuk el a hdromszégeket. Most azt mondja, meghat4rozott sorren-
det kell kdvetniink, de arrél nem szél, hogy milyent és hogy ilyen sor-
rend egyiltaln létezik-e. fgy a gondolatkisérlet meghitsul. Igaz, he-
lyesbitette a bizonyitiselemzést, azaz a lemmik sorit, a gondolat-
kisérlet viszont, amit a tanir tr ,,bizonyitdsnak” nevezett, semmibe
veszett. ' -
RHOG: Csak a harmadik 1épés veszett el. ‘

Karpa: Egyébként tényleg helyesbitette a lemmat? Az 6n els8 két
egyszerii viltozata legaldbb trividlisan igaznak 14tszott, mielGtt meg-
céfoltdk Sket; de ez a terjedelmes, dsszetdkolt valtozat még valészi-
nfinek sem l4tszik. Valéban azt hiszi, hogy ez elkeriili a c4folatot?
TANAR: A ,,valészintinek l4tsz6” vagy még ink4bb a ,,trividlisan igaz”
tételeket 4ltaldban hamar meg szokt4k céfolni; a kritika sordn ér8,

kifinomult, valészinfitien sejtések viszont esetleg rdhibaznak az igaz-

ségra. o
OMEGA: Es mi lesz akkor, ha ,kifinomult sejtéseit” is megcafoljék, és
nem lesz képes meg nem céfolt sejtésekkel felcserélni Sket? Vagy ha
mér nem sikeriil helyi toldozgat4ssal helyesbiteni az érvelést? Egy helyi

ellenpéldét, ami nem volt globalis, sikeriilt kivédenie gy, hogy kicse-

rélte a megcéfolt lemmaét. Mi lesz, ha legkdzelebb ez nem sikeriil ?
TANAR: J6 kérdés. Holnap ezt tlizziik napirendre.

1 Cauchy azt hitte, bérmely poliéder esetében ksnnyedén végrehajthaté az az uta-
sités, hogy minden lépésben keressiink egy olyan hiromsziget, amely vagy két él és
egy csics, vagy egy él elvételével eltavolithato. (4. L. Cauchy : Recherches sur les
polyédres. Id. kiad. 79. 0.) Ennek az volt az oka, hogy képtelen volt a gémbbel
nem homeomorf poliédert elképzelni. ,

30

4. A sejtés kritikdja globalis ellenpéldékkal

ALFA: Van egy ellenpéldim, amely céfolja az 6n elsé lemmdjit, de
egyben a f8 sejtésnek is ellenpélddja, vagyis globalis ellenpélda lesz~
TANAR: Valéban? Erdekes. L4ssuk! :

-ALFA: Képzeljiink el egy két egym4sba illesztett kocka 4ltal hatarolt
testet; a kockdk egyike beliil van, de nem érinti a masikat (5. 4bra)!

5. 4bra

Nevezziik ezt a testet kockaodvas kock4nak! Ez megcifolja az els8 ‘
lemmit, mert ha a bels§ kocka egyik lapjit eltivolitjuk, a poliédert
nem tudjuk sikban kiteriteni. Az sem segit, ha a kiils6 kocka egyik

 lapjat tavolitjuk el. R4ad4sul, mindegyik kockénal c — é + /=2, vagyis

a kockaodvas kocka esetében ¢ —é+4-/=4.
TANAR: J6 kis mutatviny. Nevezziik 1. ellenpélddnak!! Most mihez
kezdiink ?

1 Ezt az 1. ellenpélddt Lhuilier fedezte fel. (S. A. J. Lhuilier: Mémoire sur la poly-
&drométrie. Id. kiad. 194. 0.) Gergonne, a szerkesztd, azonban hozzitette (uo.
186. 0.), hogy & ezt mér jéval Lhuilier el5tt észrevette. Cauchy viszont nem, aki
bizonyitasit éppen egy évvel ezt megel6z6en adta ki. Hessel hisz évvel késébb
Ujra felfedezte ezt az ellenpéldét. (J. F. Hessel: Nachtrag zu dem Euler’schen
Lehrsatzs von Polyedern. In: ,,Journal fiir die Reine und Angewandte Mathema-
tik™, 1832. 16. 0.) Mind Lhuilier-t, mint Hesselt olyan asvanygyfGijtemények vezették
erre a felfedezésre, amelyekben kettss kristalyokat vettek észre, ahol a belss kristaly
hem volt 4tlétszo, a kiils6 viszont igen. Lhuilier el is ismeri, milyen 8szténzden ha-
tott ré barétjénak, Pictet professzornak a kristalygy(jteménye. (I. m. 188. 0.) Hessel -
fttetsz5 kalciumfluorid kristélyokba zrt Slomszulfid kockikra utal. (L m. 16. 0.
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a) A sejtés elvetése. A megad4s médszere

GAmMA: Uram, a nyugalma zavarba ejt. Egyetlen ellenpélda éppen
olyan hatékonyan céfol egy sejtést, mint tiz. A sejtés és a bizonyités
- végleg kiitba esett. Fel a kezekkel! Adja meg magit! Dobja sutba a
hamis sejtést, felejtse el, és prébalkozzon radik4lisan Gj megkozelités-
sel! '

TANAR: Elismerem, Alfa ellenpéldéja stlyos kritika a sejtés felett.
Az viszont nem igaz, hogy a bizonyitds ,,végleg kiitba esett”. Ha egye-
16re elfogadjék azt a kordbbi javaslatomat, hogy a ,,bizonyitds” ki-
fejezést ,,az olyan gondolatkisérlet jelolésére hasznéljuk, amely az
eredeti sejtésnek tovabbi sejtésekre vagy lemmékra val6 lebontdsat
eredményezi”, nem pedig ,,a kétségtelen igazsig biztositéka” értelem-
ben, akkor nem sziikségszerfi, hogy az el8bbi kivetkeztetésre jussanak.
Bizonyitisom az Euler-sejtést az els§ értelemben kétségteleniil bizo-
nyitotta, a misodik értelemben viszont nem feltétleniil. Magukat
kizdrélag olyan bizonyitisok érdeklik, amik azt ,,bizonyitjak™, amit
be akarnak bizonyitani. Engem a bizonyit4sok akkor is érdekelnek, ha
nem érik el kit(izott céljukat. Kolumbusz ugyan nem jutott el Indidba,
de azért egész érdekes dolgot fedezett fel. :

ALFA: Vagyis az on filoz6fidja szerint a helyi ellenpélda (hacsak nem
globilis is egyidejiileg) a bizonyit4s kritik4ja, de a sejtésé nem, a glo-
balis ellenpélda viszont kritikdja a sejtésnek, de nem sziikségképpen a
~ bizonyitdsnak is. Hajlandé megadni magit a sejtést illetSen, de a bi-
zonyitdst tovabb védelmezi. De ha a sejtés hamis, mi az Srdogot
bizonyit a bizonyitis? .

Gamma: A Kolumbusszal vont pirhuzam &sszeomlik. A globélis
ellenpélda elfogaddsa menthetetleniil teljes megadist jelent.

b) Az ellenpélda elvetése. A torzsziilottek kizdrdsinak médszere
DELTA: De miért fogadjuk el az ellenpéld4t? Sejtésiinket bebizonyitot-
tuk, most mdr tétel. Elismerem, nem egyeztethet§ ossze ezzel az

tigynevezett ,,ellenpélddval”. Az egyikrél le kell mondani. De miért a
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tételr8l, amikor azt mir bebizonyitottuk? A , kritikdnak” kell vissza-
vonulnia. Ez 4lkritika. A kockaodvas kocka egyéltaldn nem poliéder.
Ez egy torzsziilott, patologikus eset, nem ellenpélda!

GaMMA: Miért nem? A poliéder olyan test, amelynek a feliilete sok-
sz0gekbdl dll. Az én ellenpélddm pedig egy sokszégek 4ltal hatérolt
test. :

TANAR: Nevezziik ezt 1. definicidnak I* ;

DELTA: A definici6d helytelen. A poliéder nyilvinvaldan feliilet, lapjai,
élei, csticsai vannak, kiterithet§ egy t4bldn, & semmi koze sincs a
wtest” fogalmahoz. A4 poliéder sokszigek rendszerébdl dll6 feliilet.
TANAR: Nevezziik ezt 2. definicignak I* ‘
DeLTA: fgy tulajdonképpen két poliédert lattunk, két feliiletet, ame-
lyek koziil az egyik teljes egészében a mésikon beliil helyezkedik el.
Egy né, akinek gyermek van a méhében, nem ellenpéld4ja annak a
tételnek, hogy az embereknek egy fejiik van. '

ALFA: No l4m! Ellenpélddm a poliédernek egy 1j fogalméhoz vezetett.

1 Az 1. definicié el6szdr a XVIIL szhzadban bukkan fel: ,, Poliedrikus testnek vagy
egyszer@ien poliédernek neveziink minden olyan testet, amelyet sikok vagy sik lapok
hatérolnak.” (4. M. Legendre : Eléments de géométrie. Périzs 1809. 160. 0.) Hasonlé
definici6t taldlunk Eulernél. (L. Euler: Elementa Doctrinae Solidorum. Id. kiad.)
Eukleidész a kockat, az oktaédert, a giilat és a hasabot definidlja, a poliéder gyGijt5-
fogalmat viszont nem, bar alkalmanként hasznilja. (Példaul XII, kényv. Masodik
probléma, 17, tétel.) )

2 A 2. definicid Jonquidresnek egyik olyan dolgozataban szerepel, amelyet a Francia
Akadémian az Euler-tételt cifolni kivénok ellen olvasott fel. Ezek a dolgozatok
valésigos enciklopédidjat jelentik annak a médszernek, amelyet a torzsziilbttek
kizrasinak neveziink. Jonquitres ekképp mennydordg Lhuilier torzsziildtt kocka-
Odvas kockaja ellen: ,,Egy efféle rendszer valéjaban nem egy poliéder, hanem két
kiilénalls poliéder, amelyek mindegyike fiiggetien a masiktél... A poliéder,
legaldbbis a klasszikus llispont szerint, mindenekeldtt csak akkor szolgil r erre
4z elnevezésre, ha egész feliiletét be tudja jirni egy pont; itt nem ez a helyzet. ..
Lhuilier-nek ezt az els6 kivételét tehit figyelmen kivill hagyhatjuk.” (E. de. Jon-
quiéres: Note sur le theoréme d’Euler dans la théorie des polyedres. Id. kiad. 170. 0.)
Ezt a definiciot — ellentétben az 1. definicidéval — teljes egészében elfogadjik az
analitikus topol6gusok, akiket egyaltalin nem a poliéderek elmélete érdekel, hanem
a2, hogy mennyiben lehet ezt az elméletet a feliiletek elméletének szolgalolanyava

:

tenni,

3
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= Vagy azt mered 4llitani, hogy poliéderen mindig felilletet értettél?
TANAR: Egyeldre fogadjuk el Delta 2. de finicidjat. Akkor is meg tudja
cifolni a sejtést, ha poliéderen feliiletet értiink ? ,
ALFA: Hit persze! Vegyiink két olyan tetraédert, amelyeknek van egy
koz6s éle (6(a) 4bra)! Vagy vegyiink két olyan tetraédert, amelyeknek
az egyik csticsa k6z6s (6(b) 4bra)! Mindkét ikerpar &sszeér, mindkettd
egy feliiletet alkot, és ellendrizhetd, hogy mindkettd esetében c —é+1=3. -
TANAR: 2a és 2b ellenpélda.t '

6. 4bra

DELTA: Csoddlom a perverz fant4ziidat, de természetesen nem Ggy
gondoltam, hogy a sokszogek bdrmely rendszere poliéder. Poliéderen
sokszdgek olyan rendszerét értettem, amelyben a sokszogek gy ren-
dezddnek el, hogy 1. minden élnél pontosan két sokszog taldlkozik, és
2. bdrmely sokszog belsejébdl el lehet jutni bdrmely mdsik sokszog b,el.sg-ﬁ
Jébe olyan titon, amely egyetlen élt sem metsz csicsndl. Az els§ ikertestet
definiciém els8 kritériuma, a mésodikat a masodik kritérium z4rja ki.
TANAR: 3. definicid.? '

1 Lhuilier nem vette észre ezeket az ellenpéldékat, csak Hessel fedezte fel Sket.
(J. F. Hessel: Nachtrag zu dem Euler’schen Lehrsatze von Polyedern. Id. kiad. 13.0.)
2 A 3. definiciét el8szdr Mobius hasznilta, hogy kizirja az ikertetraédereket.
(A. F. Mébius: Uber die Béstimmung des Inhaltes eines Polyeders. In: ,,Berichte
Koniglich-Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften, Mathematisch-Physika-
lische Classe™, 1865. 32. 0.) Néhiny mai kézikdnyv lemésolja ezt a nehézkes defi-
nici6t a szokésos, ellentmondast nem t{ir ,,eszi, nem eszi, nem-kap maést” médon,
mégpedig anélkiil, hogy kzdlnék: ez a definici6 a torzsziilottek kizirasa végett jott
létre, ami legalibb 'megmagyarizni, hogyan kell érteni. (Példaul D. Hilbert—S.
" Cohn-Vossen: Anschauliche Geometrie. Berlin 1932. 290. 0.)

34

ALFA: Csodélom azt a perverz leleményességet, amellyel az egyik
definici6t a masik utén agyalod ki, hogy azt4n barrikdként hasznld
fel 8ket kedvenc Stleted védelmében. Miért nem hatérozod meg a po-
liédert mindjért gy, hogy az a sokszbgek olyan rendszere, amelyre
érvényes a c—é+ /=2 egyenlet? Ez a Tékéletes Definici. . .

Karpa: T definicid.* , :
ALFA: ...végleg eldontené a vitat. Ezzel a kérdéssel soha t6bbé nem
kellene foglalko!ni. : ,

DELTA: De nincs olyan tétel a vildgon, amelyet torzsziilttekkel ne
lehetne megcafolni! o

- TANAR: Sajnélom, hogy meg kell szakitanom a vit4t. Mint lsttuk, az

ellenpéldakkal valé cdfolat a kérdéses terminusok jelentésétSl fiigg.
Ahhoz, hogy egy ellenpéldat objektiv kritikaként fogadjunk el, egyet

~ kell értentink az 4ltalunk hasznilt fogalmak jelentésében. Efféle

H

H,

egyetértésre esetleg aziltal is eljuthatunk, ha meghatdrozzuk azt a fo-
galmat, amelynél megszakadt az érintkezés. Ami engem illet, én nem
definidltam a ,,poliédert”. Feltételeztem, hogy ez a fogalom ismert,
azaz képesek lesziink egy olyan dolgot, ami poliéder, megkiilonboztet-

- ni az olyant6l, ami nem poliéder; ezt egyes logikusok tigy nevezik,

hogy ismerjiik a poliéder fogalm4nak terjedelmét. Kideriilt, hogy a fo-
galom terjedelme egyéltalin nem nyilvdnvalé: sorra Javasoltdk a defi-
nicickat, s amint ellenpélddk meriiltek fel, vitatni kezdték Gket. Azt ja-
vaslom, vegyiik most szemiigyre az egymdssal verseng8 definiciékat
egyiittesen, és hagyjuk késSbbre a kiilonféle definicick elfogaddsibél
fakadé kovetkezményekben mutatkozd kiilonbségek t4rgyaldsit.

1 A T definiciét, amely szerint a poliéderek meghatérozd sajtossiga, hogy Euler-
félék, Baltzer valoban felvetette: ,,A kdzbnséges poliédereket (Hessel nyomén) Euler-
féle poli¢dereknek szokték nevezni. Helyesebb lenne kiilén elnevezést keresni a nem
ISfIZi (uneigentliche) poliéderekre.” (R. Baltzer: Die Elemente der Mathematik.
Lipcso 1862. 2. k.207. 0.) Nem tisztességes Baltzertdl, hogy Hesselre hivatkozik,
Hessel az ,,Euler-féle™ terminust csak réviditésként hasznalta azokra a poliéderek-
Te, amelyekre érvényes az Euler-karakterisztika, szemben a nem Euler-féle poliéde-
Tekkel. (J. F. Hessel: Nachtrag zu dem Euler’schen Lehrsatze von Polyedern. Id.
kiad. 19. 0.) A T definicidval kapcsolatban lsd még a kovetkezs labjegyzetben -
szerepl6 Schlafli-idézetet ! '
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Van valakinek olyan Stlete, amely még a leginkdbb lesziikitett des
finici6val szemben is ellenpeldﬁnak foghaté fel? .
KAPPA:AT de finiciét is beleértve?

TANAR: A T definiciét kizdrva. .

GaAMMA: Nekem van. Nézziik ezt a 3. ellenpélddt, egy mllagpohédertl
Fengerisinnek fogom nevezni (7. 4bra). Ez 12 csillagdtszogbsl 4l
(8. 4bra), 12 csticsa, 30 éle és 12 Gtszogfi lapja van; ak;'.szeret'szémolni,

7. &bra. Kepler csillagpoliédere. Mindegyik lap mintéizata més, hogy lathat6 legyen,
‘melybiranszﬁgektattomakugyanahhozazmszbgﬁlaphoz. :

-

8. dbra

ellenBrizheti. Vagyis a Descartes—Euler-tétel egyaltaldn nem igaz,
mivel erre a poliéderre c —é+1/=—6.1

DEeLTA: Miért gondolod, hogy ,,tengenstinod” poliéder?

GAMMA : Hét nem 14tod? Ez egy olyan poliéder, amelynek a txzenkét
csillagbtszog alkotja a lapjait. Kielégiti az utols6 definiciédat: ,,sok-
sz6gek olyan rendszere, amelyben a sokszdgek gy rendez8dnek el,
hogy 1. minden éInél pontosan két sokszdg taldlkozik, és 2. mindegyik
sokszgbdl el lehet jutni mindegyik mésik sokszogbe a pohéder bar-
mely csicsinak érintése nélkiil”.

DeLTA: Hiszen akkor még azt sem tudod, mi a sokszdg! Egy csillag-
Otszog biztosan nem sokszog! Egy sokszdg élek olyan rendszere,
amelyben az élek 1igy rendezédnek el, hogy 1. minden csicsban pontosan
két él taldlkozik, és 2. az éleknek — a csucsok kivételével — nincs
kozos pontjuk.

TANAR: Nevezziik ezt 4. definicidnak |

 GAMMA: Nem értem miért veszed bele a mésodik kikotést. A sokszdg

helyes definici6jdnak csak az els6 kikotést kellene tartalmaznia.
TANAR: 4. definicid. : ,
GaMMA: A misodik kxkotésnek semmi koze a soksz3g lényegéhez.

Idenézz] Ha egy kicsit felemelem az egyik élt, a cmllag&tszog méris

1 A, tengerisiint” el8szdr Kepler targyalta kozmol6gifjaban. (.I. Kepler: Harmoni-
ces Mundi. In: M. Caspar és W. von Dyck (szerk.): Gesammelte Werke. 6. k.
Miinchen 1940. II. kényv XIX. & XXVI. fej., V. konyv L., IIL, IX., XLVIL fej.)
Az elnevezés is tle szirmazik (,,cul nomen Echino fect” ). A 7. 4brat Kepler kony-
véb6l masoltam (79. o.), ahol egy misik kép is taldthatd ¢rrdl (293. o.). Poinsot
— Keplertél filggetleniil — jra felfedezte, és 8 mutatta ki, hogy az Euler-formula
erre nem alkalmazhat6. (L. Poinsot: Mémoires sur les polygones et les poli¢dres. In:
»Journal de I’Ecole Polytechnique™, 1810. 48. 0.) A manapség elfogadott terminus
— ,.kis, csillag alakii dodekaéder’® — Cayleyt6] szirmazik. (4. Cayley : On Poinsot’s
Four New Regular Solids. /n:,,The London, Edinburgh, and Dublin Philosophical
Magazine and Journal of Science™, 1859. 125. 0.) Schifli elfogadta a csillagpoliéde-
reket 4ltaliban, de a kis, csillag alakii dodekaédert torzsziildttként elvetette. Sze-
rinte ,,ez nem igazi poliéder, mivel nem elégiti ki a c— é+ /=2 feltételt™. (L. Schldfii:

'~ Theorie der vielfachen Kontinuitdt. 1852. Megjelent haldla utén a ,,Neue Denk-
- schriften der Allgemeinen Schweizerischen Gesellschaft fiir die Gesamten Natur- .

Wissenschaften” 38. kotetében. Ziirich 1901. 34. §.)
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soksz6g, még a te definiciéd szerint is. Ugy képzeled el a sokszdget,
mintha az krétdval lenne a tdbldra rajzolva, holott fibél késziilt
szerkezetnek kellene felfognod. Akkor szdmodra is vﬂégossé vélna,
hogy amit kozos pontnak vélsz, az valéjiban nem egy, hanem két
kiilonbéz8, egym4s folott elhelyezkedd pont. Az vezet félre, hogy sfkba
dgyazod a sokszoget. Hagyd, hogy kinyujtéztassa tagjait a térben!!
DELTA: Légy szives, mondd meg nekem, mi a csillagsokszog feriilete!
Vagy netén azt 4llitod, hogy bizonyos sokszogeknek nincsen teriilete?
GAMMA: Nem éppen te voltal az, aki azt mondta, hogy a poliédernek
semmi koze a szilirdsdg képzetéhez? Akkor most miért célozgatsz
arra, hogy a sokszog képzetét a teriilet fogalmaval kellene Gssze-

1 Igen régi kelet(i az a vita, hogy a sokszoget Ggy kell-e definidlni, hogy beleértjiik '

a csillagsokszdgeket is, vagy nem (4. vagy 4’ definicid). Az e pirbeszédben felvetett
€rv, amely szerint a csillagsokszogek kdzdnséges sokszigekké valnak, ha egy tsbb-
dimenzibji térbe dgyazzuk Sket, a modern topolégiabél szirmazik, de sok més ér-
vet is fel lehet sorolni. Poinsot példaul, csillagpoliédereit védelmezvén, az analitikus
geometriabo] vett érvekkel harcolt a csillagsokszogek elfogadtatisaért: ,,. . - mind-
ezek a kiilonbségek (a »kdzonséges« és a »esillage-sokszdgek kdzote) inkébb lat-
szblagosak, mint valosigosak, és az analitikus targyalisban teljesen eltfinnek.. Az
analitikus geometrisban teljesen elkiilnithetetlenek a sokszdgek kiilonbdz5 fajtai.
Egy szabAlyos sokszog élének megfelel egy valos gydkokkel rendelkezd egyenlet,
amely egyidejiileg megadja az 8sszes azonos rendi szabélyos sokszbg €lét is. Ezért
lehetetlen egy szabalyosan felvett hétszisg éleit megkapni anélkiil, hogy egyidejiileg
ne taldlnank ra a mésodik és harmadik tipusii szabélyos hétszigek éleire. Forditva,
ha-adott egy szabélyos hétszdg éle, meghatirozhaté annak a kdmek a sugara,
amelyben ez a hétszﬁg‘felvehgtd, 4dmde amikor ezt megtessziik, hirom kiilénbdz5
kort talalunk, amelyek az adott éllel szerkeszthets szabalyos hétszdg hirom fajtija-
nak felelnek meg; ‘hasonl6 a helyzet més sokszbgeknél is. Ez igazolja, hogy »soks
szognek« nevezziik ezeket az vj csillagalakzatokat is.” (L. Poinsot: Mémoire sur les
polygones et les polyddres. Id. kiad. 26, 0.) Schréder a Hankel-féle érvelést alkal-
mazza:.,,Az eredetileg csak az egész szimokra értelmezett hatvany fogalménak.a
racionélis tortekre valé kiterjesztése az algebréban nagyon hasznosnak blzouyult,
hasohloképp kellene eljarnunk a geometridban is, valahinyszor erre lehetSség
nyilik. ..”* (E. Schroder: Uber die Vielecke von gebrochener Seitenzahl oder die
Bedeutung der Stern-Polygone in der Geometrie. In: ,,Zeitschrift fiir Mathematik
und Physik”. 1862. 56. 0.) Ezutan bemutatja, hogy valéban lehetséges geometriailag
€rtelmezni a p/g oldali sokszogek fogalmat a csillagsokszdgek kérében.
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kapcsolni? Megegyeztiink abban, hogy a poliéder élekkel és csticsok-
kal rendelkezd z4rt feliilet, miért neegyezhetnénk meg abban is, hogy a
sokszog egyszeriien csticsokkal rendelkezd zart gérbe? De ha ragasz-
kodsz hozza, szivesen meghatirozom a csillagsokszog teriiletét.!
TANAR: EgyelGre hagyjuk abba ezt a vitét, és folytassuk az elGbbieket!
Vizsgaljuk egyiitt a két utols6 definiciét, a 4. és a 4. definiciét! Tud
valaki olyan ellenpéld4t mondani sejtésiinkre, amely a sokszog mindkét
definiciéjinak megfelel ? ,
ALFA: Tessék, itt van egy. Képzeljiink el egy ilyesféle képkeretet
(9. 4bra)! Ez minden eddig javasolt definici6 szerint poliéder. Mégis,
ha megszdmoljuk a csiicsokat, az éleket és a lapokat, c —é+/=0lesz.
TANAR 4. ellenpélda.?

1 Gamménak az az allitisa, hogy definidlni tudja a csillagsokszg teriiletét, nem
bloff. Néhanyan azok koziil, akik a sokszig atfogobb elméletét vallottak, ugy ol
dottik meg a problémat, hogy kiterjesztették a soksz8g teriiletének fogalmat.
A szabdlyos m}lagsokszﬁgek esetében van ennek egy kitléndsen nyilvanvalé médja:
a sokszdg teriiletét azonosnak vehetjiik azoknak az egyenld sziri hiromszdgeknek

‘a teriilet-6sszegével, amelyeket a beirt vagy koriilirt kér kézéppontja az oldalakkal

alkot. Ebben azesetben természetesen a csillagsokszdg egyes ,,szeletei’ tobbszor sz-
mitanak. A szabélytalan sokszOgek esetében, ahol egyetienegy kitiintetett pontunk
sincs, barmely pontot kinevezhetiink kezdGpontnak, és a negatfv koriiljarasa
hiromszgeket Gigy kezelhetjilk, mint amelyeknek negativ tecliletiik van. (4. L. F.

" Meister: Generalia de Genesi Figurarum Planarum et inde Pendentibus Earum

Affectionibus. In: ,,Novi Commentarii Societatis Reglae Scientiarum Gottingen-
sis”, 1771. 179. o0.) Kideriil — és ez egy , teriilett6I" el is varhaté —, hogy az igy
definiélt teriilet nem fiigg a kezdSpont. megvilasztisitél. (4. F. Mobius: Der
barycentrische Calcul. Hildesheim 1827. 218. 0.) Természetesen vannak. akik szerint
az el6z6 szAmitas eredményeként kapott szimot nem. lehet ,,terilletnek” nevezni.
Ugyanakkor a Meister—MUbius-definicié hivei ezt tartjék ,,a helyes definicionak”,
az ,egyetlen tudoményosan igazolt” definiciénak. (R. Haussner jegyzetei az altala
Szerkesztett Abhandlungen iiber die regeiméssigen Sternkdrper cimf kotetben.
In: ,,Ostwald’s: Klassiker. der Exacten Wissenschaften™, 151. sz. Lipcse 1906.
114—115. 0.) A definiciok koriili vitik régi és dlland6 jellemz5je az esszencializmus.
2 Ezt is Lhuilier klasszikus mivében talaljuk. (S. 4. J. Lhuilier: Mémoire sur la

polyédrometrie. Id. kiad. 185. 0.) Gergonne megint hozzétette, hogy 8 mir ismerte

€zt. Grunert viszont tizennégy évvel késébb sem ismerte (J. 4. Grunert: Einfacher )
Beweis der von Cauchy und Euler gefundenen Sitze von Figurennetzen und Poly-
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9. dbra

Béta: Akkor ez sejtésiink vége. Igazén kir, hiszen olyan sok esetben
bizonyult helyt4llénak. De tvigy l4tszik, csak az id§nket vesztegettiik.
ALFA: Delta, megddbbentesz. Nem szblsz semmit? Képtelen vagy el-

tiintetni ezt az 4j ellenpéldat egy 1ij definiciéval? Azt hittem, nincs a

viligon olyan hipotézis, amelyet egy alkalmas nyelvi. triikkel ne tud-

nél meg6vni a cifolattél. Feladod ? Egyetértesz végre azzal, hogy van- .

nak nem Euler-féle poliéderek is? Hihetetlen!

DELTA: Tulajdonképpen jobb lenne, ha megfelelGbb nevet taldlndl nem
Euler-féle istencsap4saidra, és nem vezetnél féire minket azzal, hogy
wpoliédereknek” nevezed ket. De egyre kevésbé érdekelnek: torz-
sziilétteid. Undorral fordulok el siralmas ,,poliédereidts1”, amelyekre
Euler gy6nysrii tétele nem igaz.! A matematikiban én rendet és
. harménist keresek, te pedig csak anarchidt és kdoszt hirdetsz.?
- A mi dllispontunk kibékithetetlen. - s

edem. In: , Journal fiir die Reine und Angewandte Mathematik”, 1827. 367. o.),
sét,Poﬁ:sotmégmgyven&tévvelk&ébbwn(L.Pom:Notemlathéoriedes
polyédres. In: ,,Comptes Rendus de PAcadémie des Sciences”, 1858. 67. 0.). .

1 Ez parafrizis Hermite-nek Stieltjeshez frt levelébsl: »Borzalommal fordulok el
ottSl a siralmas dogvésztsl: figgvények, -amelyeknek nincsenek derivéltjaik.”
(C. Hermite: Lettre.4 Sticltjes, 20. Mai 1893. In: B. Baillaud és H. Bourget
(szerk.): Correspondence d'Hermite et de Sticltjes. Parizs 1905. 2. k. 317—319. 0.)
2 ,,Azokat a kutatésokat. .., amelyek az egyetemesnek hitt tdrvényeket cifold
fiiggvényekkel foglalkoztak, szinte az anarchia és a kéosz hirdetésének tekintették
ogy olyan terilleten, ahol az el625 nemzedékek a rendet és a harménist keresték.”
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ALFA: Egy igazi, régi vigésti tory vagy! Az anarchistdk elvetemiiltsé-
gét okolod amiatt, hogy ,,rended” és ,,harménidd” elromlik, a nehéz-
ségeket pedig szavakkal ,,0ldod meg”, ' :

‘TANAR: Halljuk a legtijabb ment8-definiciét!

Avra: Ugy érti, a legijabb nyelvi triikkt, a ,,poliéder” fogalmanak
legiijabb szfikitését! Delta a valédi problémékat megkeriili, ahelyett,
hogy megoldang &ket! ‘ . ,

DEeLTA: Nem én sziikitem a fogalmakat, éppenséggel te tdgitod Sket.
Ez a képkeret példdul egyéltaldn nem igazi poliéder.

ALFA: Miért? '

DELTA: Vegyiink fel egy tetsz8leges pontot az salagutban”, abban a
térben, amelyet a keret kériilhatdrol! Fektessiink egy sikot ezen a
ponton 4t! Lithat6, hogy barmilyen sikot vesziink is fel, ennek mindig
két kiilonbsz8 keresztmetszete lesz a képkerettel, azaz két eltérs,
teljesen elkiil6niil sokszoget kapunk (10. 4bra).

ALFA: Na és? ~
DELTA: Igazi poliéderek esetében a tér barmely tetszGleges pontjdn ke-
resztiil . legaldbb egy olyan sikot lehet fektetn, amely a poliéderbol
egyetlenegy sokszoget metsz ki. Konvex poliéderek esetében minden
sik megfelel ennek a kovetelménynek, barhol vessziik fel a pontot.
Kdzonséges konkav poliéderek esetében lesznek olyan sikok, amelyek
tSbb helyen metszik a testet, de mindig lesznek olyan sikok is, amelyek

 csak egy metszetet adnak (11(a) és 11(b) 4bra). Ennek a képkeretnek

az esetében, ha az alagitban vessziik fel a pontot, minden sik két
helyen metszi a testet. Hogy nevezheted ezt poliédernek ?

(S. Saks:-Théorie de Pintégrale. Parizs 1933, Elész6.) Saks itt a torzsziilott-kizirk
(Példaul Hermite!) és a cifolok kdzt diilé heves csatérozasokra utal, amelyek a
XIX. szdzad utolsé évtizedeiben (s6t, még a XX. szhzad elején is) a modern valés
figgvénytan kialakulsisa kriil zajlottak. A valds fiiggvények elméletér6l Munroe
a2t mondta, hogy az ,,a matematikanak az ellenpéldakkal foglalkoz6 4ga” (M. E.
Munroe: Introduction to Measure and Integration. Cambridge, Massachusetts
1953. Fl8sz6). Ennek kdzvetlen folytatisa volt az a csatirozis, amely a modern
™Matematikai logika meg a halmazelmélet ellenz5i és hivei kizott folyt. Lsd még:
44. 0. 1. Iabjegyzet, valamint 45. o, 1. Isbjegyzet.
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TANAR: Ez egy tjabb definicié, vigy latszik, mégpedig eztttal implicit
definicié. Nevezziik 5. definicidnak I* -

1 Az 5. definiciét a faradhatatlan torzsziilbtt-kizird, Jonquitres javasolta, hogy
eltavolitsa az utbo6l Lhuilier alagutas poliéderét (a képkeretet): ,,Ez a poliedrikus
komplexum a sz6 k&znapi értelmében sem igazi poliéder, mert ha a testen egyenesen
dtmend alagiitban egy tetszleges ponton 4t egy sikot fektetiink, az két eltér6, egy-
massal semmiféle kapcsolatban nem 4ll6 soksziget metsz ki, Ez kodzdnséges poli-
- édernél — példiul egyes konkiv poliéderek esetében — is eléfordulhat a metsz5 sk
bizonyos helyzeteiben, de nem minden helyzetében.” (E. de Jonguiéres: Note sur lo
théoréme d’Euler dans la théorie des polyédres. Id. kiad. 170—171. o.) Vajon
Jonquiéres észrevette-e, hogy az ltala adott 5. definicié néhény konkiv gdmbi
poliédert is kizar? )
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ArFA: Ellenpéldak sorozata és hozzdjuk ill§ definici6k sorozata, olyan
definiciéké, amelyek allitélag semmi Gjat nem tartalmaznak, csupdn
jabb és Bjabb felismeréseket az egyetlen és régi fogalom gazdagsigéra

[ vonatkozban; ennek a fogalomnak, ugy l4tszk, ugyanannyi rejtett

kikdtése van, amennyi ellenpéldaja. Ugy latszik, ¢ — é+-/=2 megddnt-
hetetlen, régi és ,,6rok” igazsdg minden poliéderre. Szinte elképzelhe-
tetlen, hogy hajdan ez egy csod4latos, izgalmas és kihivé otlet volt.
Most, furcsa jelentés-elcstisztatdsaid eredményeképpen, szegényes
konvenciév4, 6cska dogmava silanyult. (Kimegy az osztdlybdl.)
DELTA: Nem értem, hogy egy ilyen tehetséges. ember, mint Alfa,
hogy fecsérelheti el a tehetségét mer§ kotozkodésre. Ugy l4tszik, csak
torzsziilSttek kiagyaldsa kéti le. A torzsziilsttek azonban sohasem se-
gitik el8 a fejlGdést, sem a természet, sem a gondolkodis vildgidban.
Az evoliicié harmonikus és rendezett médon megy végbe.

GAMMA : Ezt a genetikusok konnydiszerrel megcéfoljdk. Nem hallott4l

- még arrél, hogy a torzsziilstteket eredményezé mutéciok milyen fon-

tos szerepet jatszanak a makroevoliiciéban? Ezeket a torz mut4nsokat
»remeényteljes torzsziilstteknek™ nevezik. Szerintem Alfa ellenpéldi
torzsziilottek ugyan, de »reményteljes torzsziilsttek”.!

DELTA: Alfa mindenesetre feladta a kiizdelmet. Most m4r nincs t5bb
torzsziilstt ! '

GamMa: Nekem van egy Ujabb torzsziilottem. Eleget tesz az 1., 2., 3.,
4.6s5. definicié valamennyi kikdtésének, de c — é+/=1. Bz az 5. ellen-
Példa egy egyszer(i henger. Hirom lapja (teteje, alapja és palastja), két
éle (két kor) van, de egyetlen csiicsa sincs. A definiciéd szerint ez
poliéder: 1. minden élnél pontosan két sokszdg taldlkozik, és 2. bér-

1,.,Nem szabad elfelejteniink, hogy ami ma torzsziiléttnek litszik, holnap talin
mar-egy sor killonds alkalmazkodas kiindulépontja lesz. . ; ‘Az el6bb felhivtam a
figyelmet azoknak a ritka, de rendkiviil fontos mutici6knak a jelentSségére, ame-
Iyek befolyasoljik a reményteljes torzsziilottek esetleges kialakuldsat eredményezs,
dontS.embrionalis folyamatok iltemét, sebességét; ezek a torzsziilitiek egy Uj
evolici6s sort indithatnak el, ha beleillenek a kdrnyezet valamelyik hézagba.”
(R. Goldschmids: Some Aspects of Evolution. In: »Science”, 1933, 544. és 547. 0.)
Karl Popper hivta fel a figyelmemet erre a dolgozatra,
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melyik sokszOg belsejébl el lehet jutni birmelyik mésik sokszdg
belsejébe olyan iiton, amely egyetlen élt sem csticsnél keresztez. A la-
pokat pedig kénytelen leszel igazi sokszgeknek elfogadni, hiszen
eleget tesznek kikdtéseidnek : 1. minden csiicsban pontosan két é1 tal4l-
kozik, és 2. az éleknek a csticsok kivételével nincs kozds pontjuk.
DELTA: Alfa kitégitotta a fogalmakat, de te szétrombolod 8ket! A te
»Eleid” nem élek. Egy éinek két csiicsa van!

TANAR: 6. de finicié?

GAMMA: De miért tagadod meg az ,,éI” stitusit azoktSl az élekt8l,
amelyeknek csak egy, vagy esetleg zér6 csiicsa van? Kordbban csak
sziikitgetted a fogalmakat, de most mér Ggy megcsonkitod 8ket, hogy
alig marad beldliik valamil =~ .

DeLTA: Hat nem ltod ezeknek az tigynevezett c4folatoknak a haszon-
 talanséght? ,,Azel6tt, ha kitaldltak egy 4j poliédert, ez valamilyen gya-}
korlati céllal tortént; ma kifejezetten azért taldljék ki Gket, hogy hibés-
nak taldlhassdk atydik érvelését, s ennél tbbre soha senki sem jut
velitk, Térgyunk torztani miizeumma4 valt, ahol a tisztességes, kézon-
séges poliéderek oriilhetnek, ha egy aprécska sarkot megtarthatnak.”
GaMMA: Szerintem, ha valamit igaz4n mélyen meg akarunk ismerni,

1 Parafrézis Poincaré nyoméan. (H. Poincaré: Science et methode, Id. kiad, 131—
132. 0.) Az eredeti, teljes szdveg a kvetkezs: ,,A logika néha torzsziildtteket pro-
dukal. Fél évszazad 6ta bizarr fliggvények sokasdgit latjuk feltGnni, amelyek lez’g
kevésbé sem prébalnak hasonlitani az olyan becsiiletes fiiggvényekhez, amelylek
valamilyen célt szolgélnak. Nincs t8bbé folytonosség, vagy folytonosség ugyan van,
de nincs t8bbé derivalt stb. S8t mi tébb, logikai szempontb6l ezek a kiildnds fiigg
vények a legiltalinosabbak, azok a fliggvények pedig, amelyekkel keresés nélkiil is
talilkozik az ember, mar csak mint kiildnleges esetek szerepelnek. Csak egy aprocs-
ka sarok marad szimukra. :

Eddig, ha kitaldltak egy Gj filiggvértyt, ez valamilyen gyakorlati céllal tortént; ma
kifejezetten azért talaljak ki Sket, hogy hibasnak talilhassik atyaik érvelését, s
ennél tdbbre soha senki sem jut ‘veliik,

Ha a tanirt egyediil a logika vezetné, a legiltalinosabb fggvényekkel kellene kez-
denie a tanitist, azaz a legbizarrabbakkal. A kezdst kellene tehat nekiszabaditani
ennek a torztani miizeumnak, hogy kiiszkddjék vele. ..” Poincaré a probléméat &
valésfiiggvénytan teriiletén térgyalja, de megallapitésai a mi esetiinkre is érvényesek.
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nem ,,normélis”, szabdlyos, szokdsos alakjiban, hanem kritikus 4lla-
potdban, lizasan, szenvedélyesen kell tanulminyoznunk. Ha meg
akarjuk ismerni a normélis, egészséges testet, akkor kell megvizsgal-
nunk, amikor-abnormélis, amikor beteg. Ha meg akarjuk ismerni a
fiiggvényeket, akkor szinguldris helyeiket kell tanulményoznunk. Ha
meg akarjuk ismerni a kozonséges poliédereket, akkor a szélsBséges
eseteket kell tanulméinyoznunk. fgy lehet matematikai elemzéssel a
targy lényegéig hatolni.! De még ha alapjiban véve igazad is volna,
nem litod, milyen értelmetlen az az ad hoc médszer, amit alkalmazol?
Ha meg akarod hiizni az ellenpéldik és a torzsziilottek kozti hat4r-
vonalat, ilyen Gtletszerfien, kapkodva sohasem fog sikeriilni.

TANAR: Véleményem szerint nem fogadhatjuk el azt a stratégist, amit
Delta a globélis ellenpélddk esetében alkalmaz, bér el kell ismerniink
Otletességét. Joggal nevezhetjiikk médszerét a torzszillsttek kizdrdsa
mddszerének. Ezt a médszert alkalmazva, az eredeti sejtéssel szemben
felhozott minden ellenpéldat ki lehet z4rni tgy, hogy néha iigyesen, de
mindig ad hoc médon tjra definidljuk a poliédert, a poliéder defini-
ci6jiban hasznélt terminusokat, vagy az e kifejezések definici6iban
szerepl8 terminusokat. Valamivel nagyobb tisztelettel kellene bannunk
az ellenpéldékkal, nem kellene olyan makacsul iildézniink 8ket, mint
az 6rd6got, torzsziilottnek kidltvan ki Sket. Delta f8 hib4ja valészind-
leg az, hogy dogmatikus elfogultsdggal értelmezi a matematikai bi-
zonyit4st: szerinte egy bizonyités sziikségképpen azt bizonyitja, amit
eredetileg be akart bizonyitani. Az én értelmezésem azt is megengedi,
hogy egy hamis sejtést ,,bebizonyitsunk”, azaz tovabbi sejtésekre
bontsunk. Ha a sejtés hamis, nyilvdnval6, hogy legalébb az egyik
tovébbi sejtés is feltétleniil hamis. A lebontds azonban mégis érdekes
lehet! Engem nem zavar, ha egy ,bizonyitott™ sejtésre ellenpéld4t ta-
lélok, s8t, szivesen fogok hozzd egy hamis sejtés ,,bizonyit4séhoz™!
THETA: Képtelen vagyok kévetni ont.

l. Parafrizis Denjoy nyomén. (4. Denjoy: L'orientation actuelle des mathéma-
tiques. /n: , Revue de Mois”, 1919. 21. 0.)
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KAPPA: A tandr ur csak az Ujszovetség tanitdsat koveti: , Mindent
megprébéljatok; a mi j6, azt megtartsdtok!” (P4l Apostolnak a
Thessalonikabeliekhez frott elsg levele. 5, 21.)

c) A sejtés helyesbitése a kivételek kizdrdsdnak médszerével. _
Egyenként torténd kizdrdsok. Stratégiai visszavonulés avagy - ;
biztonségi jéték | o

BEtA: Gondolom, tanér ir, meg akarja magyarazni rejtélyes megjegy-
- zéseit. Nekem azonban — elnézést kérek a tiirelmetlenségemért —

most kell kimondanom, ami a szivemet nyomja.
TANAR: Tessék, folytassa! :
(Alfa visszatér.)

Béta: Delta érvelésének egyes szempontjait ostobasdgnak tartom
ugyan, mégis arra a meggy8z8désre jutottam, hogy van benniik egy
ésszerii mag. Ugy tilinik, egyetlen sejtés sem érvényes 4ltaldban, hanem
csak egy meghatérozott, korldtozott tartoményon belil, amely kire-]
keszti a kivételeket. Nem értek egyet azzal, hogy ezeket a kivételeket
»torzsziilétt” vagy ,,patologikus eset” cimkével lssuk el. Ez médszer-
tani dontés volna, s ennek értelmében nem tekinthetnénk ezeket a
kivételeket 6n4ll6 vizsgdlatot érdemls érdekes példdknak. Ugyanakkor
az ,.ellenpélda” kifejezést sem tartom szerencsésnek. Ez a terminus

tAmaszté példakkal, de valahogy harci szinekbe 8ltozteti 8ket, ugy-
hogy az ember, akdrcsak Gamma, p4nikba esik, amikor szembetaléfja
magit veliik, és hajlamoss4 vélik arra, hogy mindenestiil cserben-
hagyjon egyébként gyonyori és szellemes bizonyit4sokat. Nem, ezek
egyszeriien kivételek. ‘

SzIGMA: Teljesen egyetértek. Az ,,ellenpélda™ kifejezésnek agressziv
felhangja van, és sérti azokat, akik a bizonyitdsokat kigondoljik.
A, kivétel” a helyes kifejezés. ,,Haromféle matematikai 4llit4s 1étezik:

1. Olyan 4llitdsok, amelyek mindig igazak, amelyeknek nincsenek

rto § ALFA: Egyetértek.
ugyan joggal egyenrangiinak tekinti ezeket a példkat a sejtést ald- § £

megszoritdsaik, amelyek alél nincs kivétel. Péld4ul: minden sik-
hdromszog szigeinek dsszege egyenld két derékszggel.

2. Olyan 4llitdsok, amelyek valamilyen téves elvre épiilnek, és ezért
semmiképp sem lehet elfogadni 8ket.

3. Olyan éllitisok, amelyek helyes elvekre épiilnek ugyan, de bi-

* zonyos esetekben csak megszoritdsokkal és kivételekkel igazak. . .
EpsZILON: Micsoda?
SZIGMA: ,,. . .Ne tévessziik dssze a helytelen tételeket az.olyan téte-
lekkel, amelyek csak bizonyos megszoritisokkal érvényesek.”? Ahogy
a szblds mondja: A4 kivétel erdsiti a szabdlyt. . '
EpszILON: (Kappdhoz) : Ki ez a tokkeliitott? Tanulhatna egy kis logi-
kat. ‘ .
KappA: (Epszilonhoz): No meg valamicskét a nem euklideszi sik-
hdromszogekr6l.:
DELTA: Bérmilyen kinos, meg kell mondanom, hogy Alfa és én
valésziniileg ugyanazon az oldalon 4llunk majd ebben a vitdban.
Mindkettnk érvelése azon alapult, hogy egy 4llitds vagy igaz, vagy
hamis, és csak abban nem értettiink egyet, hogy konkrétan az Euler-
tétel igaz-e vagy hamis. Szigma azonban azt kivanja, hogy tételezziik
fel az 4llit4soknak egy harmadik osztalyét is; az ide tartozé allitdsok
»elvileg” igazak, de ,,bizonyos esetekben csak kivételekkel” igazak.
Ha elfogadjuk a tételek és a kivételek békés egym4s mellett élését,
teret adunk a matematikdban a zavarosségnak és kdosznak. .
TA: Nem akarom megzavarni Delta ragyogé érvelését, de tgy vélem,
most hasznos lehet, ha réviden vdzolom az én intellektu4lis fejlédésem
trténetét. Iskoldskoromban —a ti szavaitokkal élve — torzsziildtt-
kizdrév4 viltam, mégpedig nem az Alfa-, hanem a Szigma-félékkel
Szemben védekezve. Emlékszem, egy folyéiratban ezt olvastam az
Euler-tételrsl: ,,Nagyszerli matematikusok hoztak nyilvénosségra
biZonyit{zsclmt arra vonatkozéan, hogy a tétel 4ltaldnosan érvényes.
Mégis vannak aléla kivételek. .. fel kell hivni a figyelmet ezekre a

1J. B. Bérard: Sur le nombre des racines imaginaires des équations; en réponse
aux articles de MM. Tédenat et servois. In: ,,Annales de Mathématiques, Pures et -
Appliquées”, 1918—19. 347. és 349. o. .
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kivételekre, mert még a mai szerz8k sem mindig ismerik el nyiltan
Iétezésiiket.” Ez a dolgozat nem elszigetelt kozvetitési kisérlet volt.
,.Bar a geometriai tankdnyvekben és el6addsokban mindig felhivjdk
a figyelmet arra, hogy Euler gyonyord tétele, a c+/=é€+-2 egyes ese-
tekben »csak megszoritdsokkal érvényes« vagy »nem litszik érvényes-
neke, nem tudjuk, mi ezeknek a kivételeknek a valédi oka.”* Nos, én
nagyon alaposan megvizsgiltam a ,kivételeket”, és arra a kovetkez-|
tetésre jutottam, hogy ezek nem felelnek meg a helyes definiciénak.
~ Vagyis a bizonyit4st és a tételt vissza lehet helyezni jogaiba, s igy

megsziinik a tételek és a kivételek kaotikus egymds mellett élése.

ALFA: Szigma kaotikus 4lldspontja megmagyardzhatja ugyan a torz-,
sziilottek kizAris4t, de nem teszi bocsé.natossé, és még kevésbé igazol-
hat6v4. Miért nem szdmoljuk fel a kéoszt gy, hogy az ellenpéldat fo-
gadjuk el hitelesnek, s a ,tételt” és a ,,bizonyitdst” vetjiik el?

ETA: Miért vetném el a bizonyitist? Semmi kivetnivalét nem taldlok
benne. Te taldn igen? Az én médszerem, a torzsziilottek kizérasa, ne-
" kem ésszeribbnek tfinik, mint a tiéd; a bizonyit4s kiz4résa.

TANAR: Ez a vita megmutatta, hogy a torzsziiléttek kizdrdsa fogéko-
nyabb kozonségre szimithat, amikor Eta dilemma4jébél ered. De tér-

1 J. F, Hessel: Nachtrag zu dem Euler’schen Lehrsatze von Polyedern. Id. kiad. 13. 0.
Hessel 1832-ben tijra felfedezte Lhuilier , kivételeit””. Rogtdn azutin, hogy kéziratht
kdzzétette, raakadt Lhuilier mlivére (S. A. J. Lhuilier: Mémoire sur la polyédro-
métrie. Id. kiad.). Ennek ellenére Gigy dontdtt, hogy nem vonja vissza a dolgozatot
— bér Jegtdbb eredményéré! kideriilt, hogy mér régebben publikiltdk mésok —,
mivel gy gondolta, hogy el kell fogadtatni az elképzelést azokkal a »mai szer-
28kkel”, akik nem vesznek tudomést ezekrdl a kivételekr6l. Egyébként annak a
folybiratnak a szerkesztsje, amelyhez Hessel a dolgozatat bekiildte, éppen e szerz5k
egyike, Crelle volt. Tanknyvében Crelle ,,bebizonyitotta™, hogy Euler tétele minden
poliéderre igaz. (4. L. Crelle: Lehrbuch der Elemente der Geometrie. Id. kiad.
2. k. 668—671.0.) . :

2 L. Matthiessen: Ober die scheinbaren Einschriinkungen der Euler'schen Satzes
von der Polyedern. Id. kiad. 449. o. Matthiessen itt Heis és Eschweiler ,,Lehrbuch
der Geometrie"-ére és Grunert ,,Lehrbuch der Stereometrie”-ére utal. O azonbana
problémat nem a torzsziilttek kizardsival oldja meg, mint Eta, hanem a torz-
sziilottek kiigazitasaval, mint majd Rhé. (V8.: 66. o. 1. 1j.) _
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jiink vissza Bétédra és Szigmiral Béta volt az, aki az ellenpeldékat ki-
vételeknek keresztelte 4t. Szigma egyetértett Bétdval. .

Béta: Oriilok, hogy Szigma egyetértett velem, én vxszont sajnos nem
érthetek egyet vele. Az biztos, hogy hiromféle 4llitds létezik: igaz,
reményteleniil hamis. és reményteljesen hamis &llitis. Az utoljira
emlitett igaz Allitissd alakithaté 4t, ha olyan korldtozé kikétéssel
egészitjiik ki, amely megjel6li a kivételeket. En sohasem ,,tulajdonitok
a képleteknek korlatlan érvényességi tartomanyt. Valéjdban a legtobb
képlet ¢csak akkor igaz, ha bizonyos feltételek teljesiilnek. E feltételek
meghatdrozisival és az 4ltalam haszndlt terminusok jelentésének
pontos rogzitésével minden bizonytalansigot eltiintetek.”* Nyilvan-
val6 tehdt, hogy nem helyeslek semmiféle békés egymas mellett élést a
még tokéletlen képletek és a kivételek kozott. Helyesbitem formulé-
imat, és olyan tokéletessé teszem 8ket, mint amilyenek Szigma elsd
4llit4s-osztdlydban Szerepelnek. Ez azt jelenti, hogy elfogadom a torz-
sziilttek kizdrdsdnak médszerét, ha azt a célt szolgélja, hogy megta-
léljuk az eredeti sejtés érvényességi tartomdnyat, de elvetem ezt a méd-
szert, ha nyelvi triikkként csak arra szolgél, hogy korldtozé fogalmak
segitségével megmentse a ,,rokonszenves™ tételeket. Delta médszeré-
nek ezt a két funkci6jat el kellene kiiloniteni egymast6l. Az én méd-
szeremet, amelyre e két funkcié koéziil csak az elsd jellemz6, a ,.kivé-
telek kizdrdsa médszerének™ szeretném nevezni. Ezt a médszert arra
fogom hasznilni, hogy pontosan meghatirozzam az Euler-sejtés

i érvényességi tartoményit.

TANAR: Mi az Euler-féle poliédereknek az a ,,pontdsan meghatarozott

tartom4nya”, amit fgérget? Mi az a ,,tokéletes formula”?

BETA: Minden olyan poliéder esetében, amelyben nincs iireg (mint a két

ef);mﬁba illesztett kockdndl ) vagy alagut (mint a képkeretnél), c — é+
=2,

TANAR: Biztos ebben?

BETA: Igen, biztos vagyok.

1 Cauchy nevezetes kdnyvének bevezetsjébdl. (4. L. Cauchy: Cours d’analyse de
I'Ecole Royale Polytechnique. Périzs 1821.)
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" TANAR: Mi a helyzet az ikertetraéderrel?
BETA: Bocsénat. Minden olyan poliéder esetében, amelyben nincs iir
vagy alagit, vagy ,,t6bbszérds struktira”, c—é+l=22
TANAR: Ertem. Egyetértek azzal az eljarassal, hogy ink4bb helyesbi
a sejtést, ahelyett, hogy egyszerfien elfogadni vagy elvetné. Ezt jobb
kedvelem mind a torzsziilSttek kizdrdsa, mind a megad4s médszerén
Mégis van két ellenvetésem, Elészor, tarthatatlan az az allitdsa, ho
médszere nemcsak helyesbiti, hanem ,,tokéletesiti” is a sejtést, hogy
»Szigorian pontoss4 teszi”, hogy ,,minden bizonytalansdgot eltiintet”;
BEtA: Valéban? ‘
.- TANAR: EI kell ismernie, hogy sejtésének minden egyes 1 véltoza
csak ad hoc tiinteti el az éppen felmeriilt ellenpéldit. Ha egym4s
 illesztett kockdkkal talslkozik, kizérja az iireges poliédereket. Ha tor-
ténetesen egy képkeretet vesz észre, kizérja az alagutas poliédereket.]
Nagyra becsiilém elfogulatlansagat és j6 megfigyelGképességét, nagyor
helyes, hogy felfigyel ezekre a kivételekre, de szerintem érdemes volnaH
némi rendszerességet vinni a , kivételek” utdni vak tapogatézisba:
Helyes, ha elismeri, hogy a ,,Minden poliéder Euler-féle” kijelentés;
csak sejtés. De miért adjuk meg a tétel statust annak az éllit4snak, hogy
»Minden tiregektSl, alagutaktél és micsodakté] - mentes poliéder

1 Ugy latszik, Lhuilier és Gergonne biztos volt abban, hogy Lhuilier felsorolta a:
Osszes kivételt. A dolgozatnak ehhez a részéhez irt bevezetGben olvashaté: ,,Koény
nyen meggy6zddhetiink arrél, hogy az Euler-tétel a felsorolésra keriilS esetek kivé
telével 4ltalinosan igaz minden poliéderre, akér konvex, akir nem...” (S. 4. J.
Lhuilier: Mémoire sur la polyédrométrie. Id. kiad. 177. 0.) Gergonne magyarizaté:
- baniis ezt taldljuk: ,,. . .\Ggy ltszik, csak a felsorolt kivételek fordulhatnak elG. . ."‘
(Uo. 188. 0.) Valsjdban azonban Lhuilier kihagyta az ikertetraédert, amelyet csak
hiisz évvel késcbb emiitett Hessel. (J. F. Hessel- Nachtrag zu dem' Fuler’scher
Lehrsatze von Polyedern. Id. kiad.) Erdekes, hogy t6bb olyan kit(iné matematikus
Is, aki élénken érdekl5ddtt 2 médszertan irdnt — mint Gergonne —, képes volt az;
hihni, hogy megbizhatunk a kivételek kizarasanak médszerében. Ez a hit analég az
induktiv logikiban hasznilatos »felosztis modszerével”, amely szerint egy jelensés
Gsszes lehetséges értelmezése szimba véhets, s igy, ha az experimentum crucis méd-
szerével egy kivételével az Bsszes értelmezést kizérhatjuk, akkor az utols6 meg:
maradt magyarézat bizonyitott. .
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Euler-féle” ? Ez mér nem sejtés ? Hogy lehet biztos abban, hogy minden
kivételt felsorolt? ' , ,
BEtA: Tud olyant, amit nem vettem szdmitisba?

ALFA: Mit 52615z a tengerisiin5mhoz?

GamMA: Es a hengeremhez?
TANAR: Nekem még Gjabb konkrét ,kivételre” sincs sziikségem ér- -
velésemhez. Azt éllitottam, hogy lehetnek tovabbi kivételek.
BETA: Lehet, hogy igaza van. Az embernek nem kell megvéltoztatni az
allispontjit, valahdnyszor 1;j ellenpélda keriil elG. Nem kell azt mon-
dani: ,,Ha a jelenségek k5z5tt nem fordul el§ kivétel, a kévetkeztetés
4ltaldnosnak nyilvénithaté. Ha azonban késbb mégis el6fordulna
valamilyen kivétel, a kovetkeztetés megfogalmazésa a folmeriils
kivételekkel kezdgdhet.™r v

Léssuk csak! El8szr tigy véltiik, hogy ¢ —é+ =2 minden poliéder
esetében, mert igaznak taldltuk ezt a kockékndl, oktaédereknél,
gildkn4l és hasdboknil. Semmi esetre sem fogadhatjuk el ,,ezt a nyo-
morusdgos médszert, hogy a kiilondsbél kdvetkeztessiink az dltald-
nosra”.* Nem csoda, hogy kivételek bukkantak fol; ink4bb az a meg-
leps, hogy nem taldltunk sokkal t5bb kivételt sokkal elébb. Szerintem
€z azért tortént igy, mert f6ként konvex poliéderekkel foglalkoztunk.
Mihelyt mésféle poliéderek meriiltek f6l, 4ltalinositdsaink miiksdés-
képtelenné valtak.? fgy a kivételek egyenként térténd kizdrisa helyett

1 1. Newton: Optics. London 1952. 380. o. _

2 N. H. Abel: Letter to Hansteen. In: S. Lie s L. Sylow (szerk.): Oeuvres complétes.
I k. Christiania 1881. 263—265. 0. Abel birilata az Euler-féle induktivizmus ellen
irdnyul,

3 Ez is az idézett levél
koz6 4ltalanos , tételek”

parafrizisa. Ebben a levélben Abel a fiiggvényekre vonat-
* al6li kivételek kirekesztésére torekedett. és arra, hogy ez-
altal abszolit szigoriisgot érjen el. Az el6z5 idézetet is tartalmazé eredeti szbveg a
kdvetkezs: ,,A magasabb analizisben nagyon kevés llitast bizonyitanak végleges
Szigorisiggal. Az ember mindenitt azzal a nyomonisdgos médsserrel taldlkozik,
hogy a kitlsnssbol kivetkeztetnek az dltaldnosra, és csoda, hogy ez az eljaras ritkén
Vezet \igynevezett paradoxonokra. Tényleg nagyon érdekes kinyomozni ennek az
okét. Szerintem ez az ok abban a tényben rejlik, hogy az analitikusok elsésorban -
olyan figgvényekkel foglalkoztak, amelyeket hatvdnysor dsszegeként lehet felirni,
4
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egyszerdl, de biztons4gos hatérvonalat hizok: Minden konvex poliéder
-Euler-‘féle.l‘,Es remélem, elismeritek, hogy ebben aztin igazén nincs
séemml sejtésszerfiség; ez egy tétel. : ‘
AMMA: Mi van az én hen
BETA: Az egy vice! 8éf°mm§1? Az oyt '
‘TANAR ] Felejtsiik el egyelSre a hengert! Méga henger nélkiil is megki-
sérelhetjiik a birdlatot. A kivételek kizdrésa médszerének ebben azij
médos{?ott véltozatban, amelyet birdlatomra vélaszolva oly fiirgéi;
eszelt ki Béta, a pontrél pontra t5rténg visszavonulést olyan teriiletre
va‘lé stratégiai visszavonul4ssal cserélte fel, amelyr8l azt reméli hogy a
sejtés er8ditményének bizonyul majd. Biztonsdgi j4tékra té;ekszik
De’ténylcg olyan biztons4gos, mint 4llitja? Tov4bbra sincs semmi biz:
tositéka' arra, hogy erdditményén beliil nem lesznek ellenpéldik
, Réadé.sul az ellentétes veszély is fenn4ll. Taldn tgl radik4lisan vonul-.
tu.nk Vissza, sok Euler-féle poliédert is kiz4rvan a falak koziil? Eredeti
sejtésiinkben lehetett némi tilzds, de a maga ,,t5kéletesitett” tétele

esetében — éppligy mint'a szimelméletben — gyakran 8sszeq ymlana| i
altaldnositasok: ,,A legtdbb tulajdonsig egyedi, és semmiféle éltalénol: :;:;ukg:
nem engedelmeskedik. (L. Poinsot: Mémoire sur les polygones et les polyédres.ynld.
kiad. 45. §.) Frdekes sajitossiga ennek az indukciéval szembeni 6vatossignak,
hogy az esedem sikertelenségeket annak a ténynek. tulajdonitja, hogy a (tények,
szimok, poliéderck) vilig(a) természetesen csodslatos kivételoket tartalmaz.
1Ez ismét teljes Ssszhangban van Abel médszerével, A fiiggvényekkel kapesolat,
8yanus tételek érvényességi kdrét Abel ugyanigy sziikitette le a hatvanysorba f <:s
het6 fiiggvényekre. Az Euler-sejtés torténetében elég gyakori volt ez a korlétoz;
konvex poliéderekre. Legendre példéul, miutén megadia meglehetssen altaléinos

poliéder-definici6jat (vé.: 33. o. 1. Ij.), olyan bizonyitast alkalmaz, amely egy-

részt, semmi esetre sem-érvényes az & altalinos poliéderei mi i

- mindegyikére, mAsrészt
nemcsak konvex poliéderekre érvényes. Egy kiegészits jegyzetben azonban (taldn
‘azéft. mert azel6tt soha nem emlitett kivételekre bukkant?) visszavonul a konyex
poliéderek egyszersi, de biztonsigos teriiletére. (4. M. Legendre: Elém
géométric. 1d. kiad. 161., 164,, 228, 0.) Fentes Hliments do
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nekem nagyon is szerénynek tfinik, és még abban sem lehet biztos,
hogy nem tiilzés is egyben. :

‘De szeretném elStérjeszteni mdsodik ellenvetésemet is: a maga ér-
velése elfeledkezik a bizonyitdsrél, mintha egyiltaldn nem volna rd

sziiksége, mikor felbecsiili a sejtés érvényességi tartom4ny4t. Csak nem

tartja f8lgslegesnek a bizonyitisokat?
BEta: En ezt sohasem mondtam! :

- TANAR: Nem, nem mondta. Viszont felfedezte, hogy bizonyitdsunk

nem bizonyitja eredeti sejtésiinket. A maga helyesbitett sejtését

~ bizonyitja? Vélaszoljon!

BEtA: Nos. ..} o
ETa: K65z6ndm ezt az érvet, tandr Gr. Béta zavara ékesen igazolja a

torzsziilttek kizdrdsa megrégalmazott médszerének felsSbbrendiisé-

1 Sok gyakorlé matematikus topreng, hogy mire valék a bizonyitésok, ha nem
bizonyitanak. Egyrészt tapasztalatb6] tudjik, hogy a bizonyftasok nem csalhatat-

S lanok, mAsrészt dogmatikus neveltetésiik beléjiik véste, hogy az igazi bizonyitasok-
" ‘nak csalhatatlanoknak kell lenniiik. Az alkalmazott matematik dval foglalkozé mate-

matikusok — szégyenlds, de szilard meggydz3déssel — feloldjak ezt a dilemmit:
szerintiik a tiszta matematika bizonyitasai ,,teljesek”, és ezért valéban bizonyitanak.,
A tiszta matematikéval foglalkozé matematikusok azonban ezt jobban tudjik, 8k
csak a logikusok ,,teljes bizonyitisai” irint éreznek ilyen tiszteletet. Ha megkérdezik
t6liik, hogy mi a haszna, funkcibja ,,nem teljes bizonyitasaiknak’ legtébbjiik zavar-
ba jon. Hardy példiul nagyon tisztelte a logikusok igényét a formalis bizonyitasok-

. ra, de amikor jellemezni akarta a matematikai bizonyitist, ahogy ,,mi, gyakorl6é

matematikusok ismerjiik™, ezt igy végezte el: ,,Tulajdonképpen olyan, hogy mate~
matikai bizonyftas, nemn Mtezik; végiil is nem tehetiink mést, csak kiemeliink; ... a
bizonyitasok, amelyeket Littlewood és én gdznak neveziink, dagalyos szbviragok,
céljuk a lélektani hatés, szemléltetd dbrak az oktatdsban, eszkdz0k a didkok képze-
letének serkentésére.” (G, H. Hardy: Mathematical Proof, In: ,,Mind"’, 1928. 18. 0.)
Wilder szerint a bizonyitds ,,csak intuitiv sugallataink ellendrzésére. hasznilt el-
jaras (R. L. Wilder: The Nature of Mathematical Proof. In: ,,The American Ma-
thernatical Monthly’’, 1944, 318. 0.). Pélya hangstlyozza, hogy a bizonyitasok, még
“ha nem is teljesek, kapcsolatokat létesitenek a matematikai tények kozott, s ez
elSsegiti, hogy emlékezetiinkben megdrizziik Sket; a bizonyitdsok mnemotechnikai
rendszert eredményeznek. (Pdlya Gy.: A gondolkodés iskoldja. Id. kiad. 172—
173. 0.) _
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gét. Mivel azt mondjuk, hogy a bizonyitds azt bizonyitja, amit be akar-
tunk bizonyitani, valaszunk egyértelm(i. Nem engedjiik, hogy szeszé-
lyes — vagy akér jambor »kivételnek” 4lcdzott — ellenpéldsk kényiik-
kedviik szerint tegyenek tonkre tiszteletremélts bizonyit4sokat.
BEta: Egyéltaldn nem ejt zavarba, hogy a bir4lat Osztonzésére finomi-
tanom, javitanom és—bocs4nat uram — t0kéletesitenem kell médsze-
remet. Valaszom a kdvetkezs. Az eredeti sejtést hamisnak tartom és
elvetem, mert akadnak aléla kivételek. A bizonyitist is elvetem, mert
ugyanezek a kivételek legal4bb az egyik lemmaét is érintik. (Az 6n ter-
fmnolégiéjéval: a globélis ellenpélda sziikségképpen helyi ellenpélda
1s.) Alfa ezen a ponton megallna, mivel, gy I4tszik, a cifolatok teljes
mértékben kielégitik intellektuslis sziikségleteit. En viszont tovibb-
megyek. Azzal, hogy mind a sejtést, mind a bizonyitést a megfelels
~tartomdnyra korltozom, tkéletesitem a sejtést, amely most mar igaz

lesz, és tékéletesitem az alapjiban véve értelmes bizonyitdst, amely most .

mér szigori lesz, é nyilvinvaléan nem tartalmaz hamis lemmat,

Léttuk péld4ul, hogy nem minden poliéder terithets ki egy sikra az

egyik lap eltdvolitdsa ut4n. De minden. konvex poliéder kiterithets,
Joggal nevezhetem tokéletesitett és szigoriian bizonyitott sejtésemet
tételnek. Ismét leszdgezem: ,,Minden konvex poliéder Euler-féle.”
A konvex poliéderek esetében valamennyi lemma kétségteleniil igaz,
és a bizonyit4s, amely hamis 4ltal4nossdgsban nem volt szigord, a
konvex poliéderek leszfikitett tartoményéban szigory lesz. Vélaszolt;m
tehit a kérdésére, tandr dr.,

TANAR: Vagyis, azok a lemmék, amelyek egyszer mar — a kivételek
felfedezése el6tt — kétségteleniil igaznak litszottak, most ismét két-
ségt?lenﬁl igaznak l4tszanak. . . egészen a kovetkez8 kivétel felfede.-
zéséig. Elismeri, hogy.q ,,Minden poliéder Euler-féle” 4llit4s feltevés
volt; az imént ismerte el, hogy a ,,Minden tiregektdl &s alagutaktsl
mentes poliéder Buler-féle” 4llitds ugyancsak feltevés. Miért nem is-
- meri el, hogy a ,,Minden konvex poliéder Euler-féle” tétel szintén fel-
tevés? '

BETA: Most mir nem nfeltevés”, hanem intuicid.

TANAR: Utdlom a maga kérked§ ,,intuicié”-jit. A tudatos taldlgatdst
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becsiilém, mert a:legjobb emberi tulajdonsdgokbdl er
és a szerénységbdl. . oy
BETA: En egy tételt fogalmaztam meg: ,,Minden konvex poliéder
Euler-féle.” On csak prédik4lt ellene. Ellenpéld4t is tudna mondani?
TANAR: Nem tudhatja, hogy nem mondok-e! Helyesbitette ugyan az
eredeti sejtést, de nem 4llithatja, hogy tdkéletessé tette, hogy tokéletes
szigoruségot ért el a bizonyitdsiban.

BEta: On Allithatja?
TANAR: En sem. De azt hiszem, az a médszer, amellyel én helyesbitem

a sejtéseket, a maga médszerét is javitani fogja, mivel egységet, valédi
kolcsonhatést 4llapitok meg a bizonyitdsok és ellenpélddk kozott.
BETA: Szivesen tanulok.

ed, a bitorsdgbdl

d) A torzsziilottek kiigazitdsdnak médszere

RHO: Tanér ur, sz6lhatok néhdny sz6t kdzbevetSleg?
TANAR: Természetesen.

RHO6: Egyetértek azzal, hogy Delta médszerét, a torzsziilottek kizira-
st mint 4ltaldnos metodolégiai szemléletet el kell utasitanunk, mivel
valéjdban nem veszi komolyan a ,.torzsziilstteket”. Béta sem veszi
komolyan a ,kivételeit”, hiszen csupén felsorolja 8ket, és aztdn biz-
tonsagos teriiletre vonul vissza. Mindkét médszer csak egy korlato-
zott, kitiintetett mez8 irdnt érdekl8dik tehit. Az én médszerem nem
alkalmaz diszkrimin4ciét. Be tudom bizonyitani, hogy ,,ha kozelebb-
r81 megvizsgiljuk a kivételeket, kideriil, hogy csak l4tszélag azok, es az
Euler-tétel még az llit6lagos kivételekre is érvényes marad”.
TANAR: Val6ban?

ALFA: Hogy lesz az én 3. ellenpélddm, a ,tengerisiin” (7. 4bra), ko-
z6nséges Euler-féle poliéder? 12 csillagtsz6g alaku lapja van...
RHG: Nem ldtok semmiféle ,,csillagstszogeket”. H4t nem l4tod, hogy
ennek a poliédernek a lapjai val6jdban kdzdnséges hdromszdgek?

1 L. Matthiessen: Ober die scheinbaren Einschrinkungen des Euler'schen Satzes .

von den Polyedern. Id. kiad.
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kA ,,tengc.:rls!mr{e”” 60 ilyen lapj.a, 90 éle és 32 csticsa van, »Euler-
karakterisztik4ja” 2.1 A 12 »csillagdtszdg”, 30 ,,61” és 12 cstics”
an’1ely —6 karakterisztikus értéket eredményezne, csak a te a’éysziile-,
menyed. Torzsziilsttek nincsenek, csak torz értelmezések. Az embernek
}rlneg kell szabadulnia a perverz képzelgésektdl, meg kell tanulnia
Ziysan l&sson és hogyan hatdrozza meg helyesen azt, amit 14t. Az ér;
rbn Zerem gyég}:ité hatési: megtanitiak benneteket arra, hogy ami-
t':n — tévesen — ellenpéldat »lattok™, ismerjétek fel — helyesen —
példat. Torz lat4sotokat helyreigazitom. . .2 A :

A: Tandr ur, legyen szives fe iaz g :
i  tejtse ki az on médszerét. mi
agymosdsban részesit minket |3 odszerct, miel6tt Rho

1 Azt az érvet, hogy a ,,tengerisiin*’ valSjaban’’ e; g

. wteng " gy kdzbnséges, prozai Euler-fs
z;ldlé’:ie:;;n;eghgo Eéromszdgﬁ lapb6l, 90 Ibél &s 32 csiicsbol 411 — litt hexaéol):
i dp j te ‘—,azEuler-tétel rendithetetlen bajnoka, Jonquiéres fogalmaz-
iy ,I.d kia; lz;r;qmém: Note sur un point fondamental de la théorie des poly-
— hm- - 115. ?.) Az az elképzelés viszont, hogy a nem Euler-féle csillagpolié-
. omsziglapi Euler-féle poliéderekként értelmezhetdk, nem Jonquiéres-t8]
;ﬁrmaznk. . Ennek az elképzelésnek dramai torténete van. (V&.: 56. o. 3. Ij,)
Semmi sem Jellemz3bb a dogmatikus ismeretelméletre, mint a tévedés magyari’z
::at;é I;I!: bxﬁmyos 1gazsigok ,,nyilvanval6k™, meg kell magyaréizni, hogyan téved-
Bghin, azve. ik kap(l:csolat.ban, més sz6val, miért nem nyilvanvalék mindenki szAm4-
o tanimétésan :;) . Mindegyik dogrpatikus ismeretelmélet — a tévedésral s2616
ot (vxge‘g?leléqn — sajétos. gyégymédot ajinl a tévedésekts valé
Bemewvezet&.) . .- K. R. Popper: Conjectures and Refutations. London 1963.
3011’218::;?“?” valamiko‘r 1809 és 1858 kiszdtt esett &t agymosason, Poinsot
felesty o jra Flfedczte a c.nllﬁgpoliédereket, aki el§sz6r elemezte Gket az Euler-
il amp:ntjébél, és aki kijelentette, hogy egyesek koziiliikk, mint a mj kis,
M l(::ekaéderﬁnk, nem felelnek meg az Euler-formulinak. (L. Poinsot:
e :ur pogg.ones et les p.olyédws. Id. kiad.) Nos, 1858-ban megjelent
s kon;‘::?mz] a omsot.kategonkusan kijelenti, hogy az Euler-formula »hem-
Politdoe ’l:o iéderekre igaz, hanem mindenféle poliéderre, beleértve a csillag-
: t !s. . (L. }:oin:ot: Note sur la théorie des Polyadres. Id, kiad. 67. o,

mondatéban talilhats: »A poliéderek elmélete teljes egészében lesziikithet§ a

56

TANAR: Hadd folytassa!
RHO: Mir kifejtettem az 4lldspontomat.
Gamma: Nem fejthetnéd ki bdvebben Delta médszerét illetd kritika-

dat? Mindketten iild6ztétek a ,,torzsziilotteket™. . .

RHO: Delta hallucindcidinak dldozata. Egyetértett azzal, hogy a ti
»tengerisiintoknek” 12 lapja, 30 éle, 12 csiicsa van és nem Euler-féle.
Allit4sa szerint ez nem is poliéder. Mindkét pontban tévedett azonban.
» Tengerisiintok” igenis poliéder és igenis Euler-féle. Csillagpoliéder-
ként val6 értelmezése viszont félreértés volt. Bocsdssatok meg, de ez
nem a tengerisiin képe egy egészséges, tiszta agyban, hanem annak torz-
képe egy beteg, fdjdalmasan vonaglé agyban.!

_hdromszog alaki lapokb6l 4116 poliéderek elméletére.” Azaz Poinsot—Alfa agy-
mosdson esett it és Poinsot—Rho6va valtozott: mar csak hiromszigeket Iat ott,
ahol korabban csillagsokszdgeket latott, csak példakat ott, ahol korabban ellen-
példakat. Az dnkritika feltétleniil titkos, rejtélyes volt, mert a tudomény térténeté-
ben nem taldlunk més példat ilyen palfordulasra. Arra is kivincsiak vagyunk,
taldlkozott-e Poinsot gyGrii alaki lapokkal, és ha igen, hdromszsg latasaval tuda-
tosan é&tértékelte-c ezeket. -

A latasméd nem mindig ebben az irAnyban véltozik. Becker példaul — az egyszere-
sen és tobbszordsen dsszefiiggd tartomanyok j fogalmi keretétdl elbGvolten (L.:
B. Riemann: Grundlagen der eine allgemeine Theorie der Functionen einer veran-
derlichen Complexen Grosse. In: M. Weber—R. Dedekind (szerk.): Gesammelte
mathematische Werke und wissenschaftlicher Nachlass. Lipcse 1892, 3—48. 0.) —
figyelembe vette a gy(r( alaki sokszdgeket, de vak maradt a csillagsokszdgekkel
szemben. (J. C. Becker: Uber Polyeder. In: ,,Zeitschrift fiir Mathematik und Phy-
sik”, 1869. 66. 0.) Ot évvel e dolgozat utéin — amelyben azt Allitotta, hogy a problé-
maét ,,véglegesen’® megoldotta — élesebbé valt Becker latasa, s felismerte a csillag-
sokszogfl és csillagpoliedrikus alakzatokat ott is, hol korabban csak haromszdgeket
és hiromszdgl poliédereket latott. (J. C. Becker: Neuer Beweis und Erweiterung
eines Fundamentalsatzes iiber Polyederflichen. In. ,,Zeitschrift fiir Mathematik und
Physik”, 1874. 459—460. 0.) o
1 Ez része a Khriiszipposznak tulajdonftott. sztoikus tévedéselméletnek. A szto-
ikusok elmélete szerint a ,,tengerisiin”’ a kiils6 val6sag része volna, s ennek lenyo-
mata jelenik meg a lélekben: phantaszia vagy visum. Bolcs ember nem fogad el
kritik&tlanul (szinkatatheszisz vagy adsensus) egy phantaszidt, ha az nem véalik
vilAgos és hatirozott-idedva (phantaszia kataléptiké vagy comprehensio), ilyenné
viszont nem vélhat, ha hamis. A vildgos és kdriilhatérolt idedk rendszere alkotja a
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KAPPA: De hogy tudod egymdstél megkﬁlénbaztetni az egészs;éges ésa
beteg agyat, a racion4lis és a torz érteﬁést?1 T
RHO: Szdmomra az rejtélyes, hogy tévésztheted Sssze Gket!

SzZIGMA: Rhé, te tényleg azt hiszed, hogy Alfa soha nem vette észre,

hogy ,,tengerisiinje” héromszég lapu poliéderk®nt is értelmezhet§?

'I:ermészetesen értelmezhets. De ha alaposabban szemiigyre vessziik
kideriil, ,,hogy ezek a hiromszégek mindig tosével helyezkednek ei
ega/ sikban, és egy szabslyos GtszOget vesznek kdriil, amely — a h4rom-
szogek magjaként — egy testsziglet mégott bujik meg. Mérmost az
6t szabélyos héromgzég a bels6 maggal — a szabdlyos Stszéggel —
egyiitt egy ugynevezett »pentagrammdt« alkot, amely Theophrastus
Paracelsus szerint az egészség jele. .. 2 :
RHG: Babona! : '
Szxgm; fgy az egészséges agy elbtt feltdrul a tengerisiin titka: a ten-
genisiin egy minden eddigi képzeletet feliilmiilé szabélyos test, szab4-
ly?s lapf)l?kal és egyenls testszogletekkel, amelynek gyony6ri
szimmetridja talin az egyetemes harménia titkait tirja fel el6ttiink . . .3
ALFA: K8sz6n6m, hogy megvédtél, Szigma. Ez ismét meggy6z arrdl
hog?' az ellenfelek kevésbé ’kényelmetlenek, mint a széivetségesek,
Az én poliedrikus alakzatom természetesen értelmezhetd akar hérom:
sz0g lapt poliéderként, akar csillagpoliéderként. Hajlandé vagyok
* elfogadni mindkét — egyenérték(i — értelmezést. . . '
KApPPA: Csakugyan? -
DELTA: De az biths, hogy csak az egyik értelmezés helyes!

tudoményt (episztéme ). Bsetiinkben a sntengerisiin®’ lenyomata Alfa a i
csillag a'laku dodekaéder, mig Rho agyAban hiromszég lapt hexakong:l:rm-lkk;:”
azt élliua,_hogy Alfa csillagpoliedrikus I4tomésa nem érhet vilagos és hatér.ozott
idehva, nyilvin azért, mert megddntené a »»bizonyitott™ Euler-formul4t. A csillag-
poliedrikus értelmezés ilyenformén kudarcba fullad, s ,,egyetlen” alternativaja — g
;léézomszbgll:::t vald értelmezés — viligossa és hatérozotts valik. :
Z a sz0 0s szkeptikus kritika a sztoikusoknak arra az HlitAshra, hy

tudjék kiilénbdztetni a phantaszidt a phantaszia kqtalépdkétﬁ: "% hogy meg
2 J. Kepler: Harmonices Mundi. Id. kiad. IL. kényv, XXVL tétel

3 Kepler véleményének térgyilagos ismertetése. .
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ALFA: Hajlandé vagyok elfogadni mindkét — egyehérték‘{i — értel-
mezést, de az egyik mindenképpen az Euler-sejtés globalis ellenpéld4ja

lesz. Miért csak a Rhé elditéleteihez ,ill5” értelmezést fogadjuk el?

Mindenesetre, legyen szives kifejteni az 6n médszerét, tandr dr.

e) A sejtés helyesbitése a lemmdk beépitésének médszerével.
A bizonyitasbél szdrmazé tétel szemben a naiv sejtéssel

TANAR: Térjiink vissza a képkerethez! Ami engem illet, elismerem,
hogy ez igazi globdlis ellenpélddja az Euler-sejtésnek, s igazi helyi
ellenpélddja bizonyftdsom elsG lemmé4jénak. -
GAMMA : Elnézést, uram, de hogyan cifolja a képkeret az els§ lemm4t?
TANAR: Tévolitsa el el6szor az egyik lapjt, azutdn prébélja kiteriteni
a tblara! -Nem fog sikeriilni. : '
ALFA: Hogy egy kicsit megmozgassam a képzelGerddet, eldrulom,
hogy azok és csakis azok a poliéderek rendelkeznek azzal a sajatossdg-
gal, hogy egy lapjuk eltivolitisa utdn a megmaradé rész kiterithetd
egy sikban, amelyek gomb alaktra fijhatok fel.

Nyilvdnvald, hogy egy ilyen-,,gmbi’* poliéder kiterithet8 egy sikban
egyik lapjinak kivdgésa utdn, és forditva, ugyanilyen nyilvanvalé,
hogy ha egy egyik lapjit6] megfosztott poliéder kiterithet6 egy sikban,

~ akkor kerek edénnyé hajlithat6, amely leborithaté a hidnyz6 lappal,

s igy gombi poliédert kapunk. A képkeret azonban sohasem fiijhatéd
fel gémbbé, hanem csak t6érussz4. - ,
TANAR: J6. Nos, én — nem 1gy, mint Delta — elfogadom ezt a kép-
keretet a sejtés kritikdjaként. Ezért a sejtést eredeti forméjéban elve-
tem, mert hamis, de menten javaslatot teszek egy médositott, lesztiki-
tett véltozatra: A Descartes—Euler-sejtés érvényes az ,egyszer(i”
poliéderekre, azaz az olyan poliéderekre, amelyek — egy lap eltdvoli-
tdsa utdn — kiterithet6k egy sikban. gy megmentjiikk az eredeti
hipotézis egy részét: az egyszerii poliéderek Euler-karakterisztikdja 2.
Ezt a tézist sem az egymdsba illesztett kockék, sem az ikertetra-
éder, sem a csillagpoliéder nem cifolja meg, mivel egyikiik sem

negyszeri”.
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A kivételek kizArdsanak modszere tehat a £5 sejtés és a biinds lemma
tartomanyét egy kézés, biztonsgos tartoményra szfikitette le; s igy
az ellenpéld4t glfogadta mind a f8 sejtés, mind a bizonyit4s anIkéja-
; kéx_x‘t. Az.én médszerem — a lemmék beépitése — ezzel szemben meg-
8rzi a bizonyitést, a f§ sejtés tartoményat viszont éppen a biinds
lemma.,tartoményzira redukdlja. M4s széval, mig az egyszerre globdlis
és helyi ellenpélda a kivételek kizdrdsinak médszerét kdvetSket arra
késztette, hogy médositsik a lemmakat is, az eredeti sejtést is, engem

arra késztet, hogy médositsam az eredeti sejtést, de a lemmékat nem.

Ertik ?-
QI;FA: Azt hiszem, értem. Hogy bizonyitsam ezt, meg fogom céfolni
nt. : a
TANAR: A médszeremet vagy a helyesbitett sejtést?
- ALFA: A helyesbitett sejtést. : .
' TANAR: Akkor valészinilleg még mindi érti
g nem érti a médsz .
De ldssuk az ellenpéldst! - : remet
ALFA: Vegyiink egy olyan kockét, amelynek a tetején egy kisebb kocka
helyezkedik el (12. abra). Ez megfelel minden definiciénknak — az /.,
a2, a3, ’a .4., a _4'. és az 5. definicidnak is —, tehat igaz poliéder. Es
,,e.gyszerﬁ " 1s, mivel sikba lehet teriteni. Vagyis az 6n 4ltal médositott
 sejtés szerm,t ¢ test Euler-karakterisztikdjénak 2-nek ‘kellene lennie,
- De 16 csiicsa, 24 éle és 11 lapja van; Euler-karakterisztik4ja
!6 —=24411=3.Ez globélis ellenpéldsja az 6n helyesbitett sejtésének,
és mellesleg Béta els§ ,,kivételeket kizars™ tételének is. Annak ellené-
re, hogy. sem lirege, sem alagitja, sem ,,tébbszérds struktiirdja’ nincs
ez a poliéder nem Euler-féle. B ' ' ’

b ST

oo

* (a (6) (e)
13. dbra '

DELTA: Nevezziik ezt a biibos kockit 6. ellenpéldénak. ,
TANAR: A helyesbitett sejtést megcafolta, de nem pusztitotta el helyes-
bitési médszeremet. Ismét meg fogom vizsgélni a bizonyitést, és meg-
nézem, miért omlott Gssze a maga poliédere miatt. Még egy hamis
lemménak kell lenni benne.

BEta: Hat persze, hogy van. Nekem mindig is gyanis volt a mé4sodik
lemma. Ez feltételezi, hogy a hiromszdgekre oszt4s sorin egy 1j 4tl6
meghiizdsival az élek és lapok szAm4dt mindig eggyel néveljiik. Ez nem
igaz. Ha megnézziik bubos poliéderiink sikba terftett hilérdcsat, egy
gy(irii alaki lapot talilunk (13(a) 4bra). Ebben az esetben egyetlen 4t16
nem noveli a lapok szdm4t (13(b) 4bra), két élre van szukségunk ahhoz,
hogy a lapok szdmit eggyel megndveljiik (13(c) 4bra). ,

1 A 6. ellenpélddt Lhuilier fedezte fel. (S. A. J. Lhuilier: Mémoire sur la polyéd-
rométrie, Id. kiad. 186. 0.) Gergonne ez egyszer elismeri a felfedezés tijszerGiségét.
Csaknem 8tven évvel késGbb viszont Poinset még nem is hallott rola (L. Poinsot:
Note sur la théorie des poliédres. Id. kiad.), mig Matthiessen (L. Matthiessen: Ober

¢ die scheinbaren Einschrinkungen des Euler’schen Satzes von den Polyedern. Id.

kiad.) és nyolcvan évvel késdbb Jonquires (E. de Jonquiéres Note sur le théoréme
d’Euler dans la théorie des polyddres. Id. kiad.) torzsziiléttként kezelte. (V5.:

. 56. 0. 3. 1j. & 66. 0. 1. 1j.) A XIX. szézad primitiv kivétel-kizirdi mas kivé-
* telekkel egyiitt kuri6zumnak tekintették: ,,Példaként rendszerint egy olyan hirom-

oldald gilat mutatnak, amely dgy illeszkedik egy tetraéder egyik lapjahoz, hogy az
el5bbi egyetlen éle sem esik egybe az utdbbi egyetlen élével sem. »Elég furcsa, de
ebben az esetben c—é+/==3« — frtam egyetemi jegyzetfiizetembe. Es ezzel az iigy
véget ért.”’ (L. Matthiessen: i. m. 449. 0.) A mai matematikusok hajlamosak el-
feledkezni a gyiiri alakd lapokr6l, amelyek Iényegtelenek lehetnek a feliiletek osz-
tilyozisa szempontjabdl, de més kontextusban fontossd vélhatnak. Steinhaus a
kdvetkezGket frja: ,,Osszuk fel a f8ldgd8mbét / orszigra (a tengereket és dcednokat
szirazfdldnek tekintjiik)! Ekkor c+7/=é-+2, barmi legyen is a politikai helyzet.”
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TANAR: Gratuldlok. Kétségteleniil tovabb kell szfikitenem sejtésiin-

ket... e
BETA: Tudom, mit fog tenni. Azt mondja majd: ,,4 hdromszig alaki
* lapokbdl dll6 egyszerii poliéderek Euler-félék.” Adottnak veszi a hé-
romszdgekbd] 4116 hal6t, és ezt a lemm4t megint csak feltétellé alakitja
at. ' :

TANAR: Téved. MielStt konkrétan rdmutatnék, hol téved, hadd kom-

mentéljam egy kicsit b&vebben a maga kivételeket kizdré médszerét! .
Amikor a sejtést egy ,,biztons4gos” tartom4nyra korlatozza, tulajdon-

képpen meg sem vizsgdlja a bizonyitist. A maga céljahoz valéban
nincs erre sziikség. Céljanak eléréséhez elegendd az az esetleges 4llités,
hogy a maga leszfikitett tartomény4ban minden lemma igaz, bérmi-
lyen legyen is. Az én célomhoz viszont ez nem elég. En éppen az
ellenpélda 4ltal megcafolt lemmét épitem be a sejtésbe, ezért — a bi-
zonyitds gondos clemzése alapjdn — a lehetd legpontosabban kell
megfogalmaznom és megtaldlnom a helyét. A megcéfolt lemm4k igy
beépiilnek helyesbitett sejtésembe. Médszere nem kényszeriti magit
arra, hogy gondosan kidolgozza a bizonyitdst, mivel a bizonyit4s nem

ugy szerepel helyesbitett sejtésében, ahogy az enyémben. Most vissza-

térek legutdbbi Stletére. A gyiirti alaki lap 4ltal megc4folt lemma nem
az — mint maga gondolja —, hogy ,,minden lap hdromszégii”’, hanem
az, hogy ,,minden lap két részre oszlik, ha egy dtidval szétvagijuk”. Ez a
lemma az, amit feltétellé alakitok. Az ezt kielégits lapokat ,,egyszere-
sen &sszefiigg8™ lapoknak nevezem, és eredeti sejtésemen egy masodik
helyesbitést hajthatok végre: ,,Egy olyan egyszerii poliéderre, amelynek
valamennyi lapja egyszeresen Gsszefiiggs, c—é+1 =2."” A maga clha-
markodott és téves 4llit4sa abbél eredt, hogy mbdszere nem tanitotta
meg a gondos bizonyitdselemzésre. A bizonyitéselemzés néha trividlis,
néha azonban valéban nehéz. :

(H. Steinhaus: Mathematical Snapshots. New York 1960. 273. 0.) De vajon Stein-
haus eltiintetheti Nyugat-Berlint vagy San Marin6t, csupin azért, mert létezésiik
céfolja Euler tételét? (Bar természetesen elhirithatja, hogy a Bajkalhoz hasonlé
tengerek teljes egészében egy orszighoz tartozzanak, ha #dként definidlja Gket,
mivel azt mondita, hogy csak a tengerek és az 6cednok tekintenddk szirazfoldnek.)
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BEta: Ertem, mire gondol. Magyardzatit még megtoldanim egy &nkri-
tikus megjegyzéssel, mert azt hiszem, ez a kivétel-kiz4r6 magatartés-
formék egész sordt tirja fel. Ezek koziil a legrosszabb egyszerfien vigy
z4r ki egyes kivételeket, hogy egyéltaldn nem vizsgélja meg a bizonyi-
tast. Ebbgl szdrmazik az a misztifikicid, hogy egyrészt, van bizonyit4-
sunk, mésrészt, vannak kivételek. Az ilyen primitiv kivétel-kizdrok
elméjében a bizonyitds és a kivételek két teljesen kiilon4llé rekeszben
taldlhaték. Egyesek most talidn azt mondjék, hogy a bizonyitds csak a
lesziikitett tartomédnyban érvényes, és ez eloszlatja a rejtélyt. De az §
wfeltételeik” még mindig idegenek a bizonyitds gondolatmenetétSl.t
A kivétel-kizdrdk jobbik fajtdja egy gyors pillantést vet a bizonyitésra, -
és ebbdl — ahogy az imént én is tettem — Gszténzést merit ahhoz, hogy
megallapitsa a biztonsdgos tartoményt kijelol8 feltételeket. A kivétel-
kiz4rék legjobbjai gondosan elemzik a bizonyit4st, és ennek alapjin
igen aprolékosan koriilirjik a tiltott teriiletet. Az 6n médszere tulaj-

~ donképpen a kivételek kizdrdsa médszerének hatdresete. .. -

I6tA: ... és a bizonyit4s és a cifolatok alapvetd dialektikus egységét

mutatja be. : ‘
TANAR: Remélem, most mér valamennyien beldtjik, hogy a bizonyi-
tdsok, még ha esetleg nem is bizonyitanak, mindenesetre komoly segit-

1,,... Lhuilier értekezése két igen kilonbozd részbdl 4ll. Az elsGben a szerz6 az
Euler-tétel eredeti bizonyitisit adja. A méasodikban az a célja, hogy ramutasson
azokra a kivételekre, amelyekre a tétel nem érvényes.” (J. D. Gergonne szerkeszt6i
megjegyzése Lhuilier m{ivébez. In: S. 4. J. Lhuilier: Mémosire sur la polyédromét-
rie. Id. kiad. 172, o. Kiemelés tSlem! — L. I.) B

Zacharias kritikatlan, de megbizhaté lefrisit adja ennek a rekeszekre bontasnak:
»A XIX, szizadban a geométerek, amellett, hogy Gj bizonyitasokat kerestek az
Euler-tételre, azzal foglalkoztak, hogy megallapitsék, bizonyos kdriilmények kdzitt -
milyen kivételekre nem igaz a tétel. Ilyen kivételeket fogalmazott meg pl. Poinsot,
Lhuilier és Hessel, akik megprobaltak osztilyozni a kivételeket. . .** [M. Zacharias:
Elementargeometrie. In: W, F. Meyer és H. Mohrmann (szerk.): Encyklopidie der
mathematischen Wissenschaften. Lipcse 1914—21. 3. k. L. r. 1052. o.]
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séget adnak sejtésiink helyesbitéséhez.t A kivétel-kizdrdk is helyesbitet-
ték a sejtést, de a helyesbités fiiggetlen volt a bizonyitdstél. A mi méd-
szeriink a bizonyitds segitségével helyesbit. A ,felfedezés logikdjdnak”
és az ,,igazolds logikdjdnak” ez a belsd egysége a lemma-beépités méd-
szerének legfontosabb aspektusa. ,

BetA: gy mér persze értem azt a korébbi rejtélyes megjegyzését, hogy
az sem zavarja, ha egy sejtést ,,bebizonyitanak”, az sem, ha megcs-
foljak, és még egy hamis sejtést is hajlandé ,,bizonyitani”. :
KAPPA (félre) : De miért nevezziik ,,bxzonyltésnak” azt,ami valéjiban
ssnem-bizonyitds” ?

TANAR: Meg kell jegyeznem, kevés ember hajlandé erre. A mélyen
gybkerez6 heurisztikus dogmék miatt a matematikusok tobbsége kép-
telen egy sejtés bizonyitdsit és cafoldsit egyidejiileg elhatérozni.
Vagy bizonyitanak, vagy céfolnak. Kiilonosen akkor képtelenek a sej-
téseket céfoldssal helyesbiteni, ha térténetesen sajit sejtéseikr8l van
sz6. Sejtéseiket cdfolatok nélkil, sohasem a hamissdg mérsékelésével,
hanem az igazsdg monoton fokozésdval akarjék helyesbiteni, és ezzel a
tudds fejlodését megtisztitjdk az ellenpéldik borzalmdtél. Talin ez a
hattere a kivétel-kizdrék legjobbjai 4ltal alkalmazott eljirdsnak:
»biztonsigi jitékkal” kezdik, a ,,biztonsdgos” tartoményra érvényes
bizonyitést konstrudlva, majd folytatdsként alapos kritikai vizsgAlat-
nak vetik al4 ezt-a bizonyit4st, azaz ellen6rzik, hogy az eldirt feltételek
mindegyikét felhasznéltik-e. Ha nem, ,,élesitik” vagy ,,4ltal4nositjk”
tételiik els§, egyszer(i véltozatat, a bizonyitds sarokpontjait képez8,
most mar pontosan meghatérozott lemmadkat beépitik a tételbe. Egy-
két ellenpélda utén péld4ul taldn mir megfogalmazzik az ideiglenes
kivétel-kizdrd tételt — ,,Minden konvex poliéder Euler-féle” —, a nem
konvex eseteket pedig cura posteriorként félreteszik; ezt kovetGen meg-
konstruiljék a Cauchy-féle bizonyitést, majd, miut4n észreveszik, hogy
a konvexit4st valéjiban nem ,,haszn4ltdk™ a bizonyitdsban, felsllit-

1 Ugy latszik, Hardy, Lmlewood Wilder és Pélya elsiklott e foldtt a szempont
folott. (Lasd: 53.0, 1. 1)
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jék a lemmékat egyesitS tételt.! Heurisztikailag semmi hiba nincs
ebben az eljirdsban, amely az ideiglenes kivétel-kiz4rést dsszekapcsol-
ja az egymdst kovetS bizonyitdselemzéssel és lemma-beépitéssel.
BETA: Ez az eljirds természetesen nem vet véget a birdlatnak, csak
héttérbe szoritja: egy tiilzds helyett egy tilsdgosan is mérsékelt 4lli-
t4st birdlnak.

TANAR: Oriilsk, Béta, hogy meggy8ztem. Rhé és Delta, maguk hogy
vélekednek err81?

RH6: Ami engem illet, én mindenesetre tigy gondolom, hogy a ,,gyfir{i

- alakii lapok™ probléméja 4lprobléma. Abbél ered, hogy torzan értel-

(a) (5) (c) .

14. 4bra. A gyGrfi alakt lap hérom véltozata: (a) Jonquiéres-nél, (5) Matthmsen—
nél, (c) ahogy a ,.képzetlen szem™ latja, ‘.

mezik ennek a két dsszeforrasztott kock4nak, amit ,,bibos kockdnak”
neveztek el, a lapjait és éleit.

TANAR: Fejtse ki! ‘
RHG: A ,,biibos kocka” két egyméshoz forrasztott kock4bél 4116 po-
liéder. Egyetért?

" TANAR: Nem bénom.

RHG: Rosszul értelmezték a , forrasztdst”. A ,,fdrrasztés” olyan élek-
bél 4ll, amelyek a kis kocka alsé négyzetének csticsait a nagy kocka
fels6 négyzetének megfelel8 csticsaival kotik dssze. ,,Gylirdi alaku lap”
tehdt egyaltaldn nincs.

1 Lényegében ezt a szabilyos sémét frjik le PSlya é&s Szeg6 klasszikus miviikben:
»sMinden bizonyitékot tiizetesen meg kell vizsgalni, ha tudni akarjuk, hogy valéban

" minden feltevést felbaszndltunk-e; meg kell probalni, hogy kevesebb feltevésbil

jussunk ugyanarra a kdvetkeztetésre. . ., és nem szabad megelégedni mindaddig,
amigazellenpéldik nem jelzik, hogy eljutottunk a lehet8ségek hataraig.” (G. Pélya—
G. SzegS: Aufgaben und Lehrsiitze aus der Analysis. I. k. Berlin 1927. VIL o.)
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BETA: A gyfirii alaku lap pedig ott van! Azok az élek nincsenek ott,
amikrdl beszélsz!

RHG: Csupin a te képzetlen szemed el8l rejt6znek el.t

BETA: Azt virod, hogy komolyan vegyiik ezt az érvelést? Amit én
létok, az babona, a fe ,,rejtett” éleid viszont valésigosak ?

RHOG: Nézd meg ezt a sékristdlyt! Ezt kockanak neveznéd?

BETA: Persze. '

RHG: A kockénak ugyebdr 12 éle van?

BETA: Igen. .

RHG: Csakhogy ezen a kockédn egyéltaldn nincsenek élek. Rejtettek.

1 Azt, hogy e két poliédert rejtett élek ,forrasztjak dssze”, Jonquitres veti fel
(E. de Jonguiéres: Note sur le théoréme d’Euler dans la théorie des polyédres.
Id. kiad. 171—172. 0.), aki az iiregek és az alagutak ellen a torzsziilsttek kizarésat,
a biibos kockék és a csillagpoliéderek ellen viszont a torzsziildtiek kiigazitasat
hasznélja. A torzsziilottek kiigazitdsdnak alkalmazasit az Fuler-tétel védelmében
¢lészor Matthiessen javasolta. (L. Matthiesen: Uber die scheinbaren Einschrin-
kungen des Euler’schen Satzes von den Polyedern. Id. kiad.) Matthiessen kovet-
kezetesen hasznilja a torzssziildttek kiigazitdsinak modszerét: sikeriil olyan rejtett
éleket és lapokat kimutatnia, amelyekkel minden nem Euler-féle poliéder helyes-
bithetd, még az lireges és az alagutas poliéderek is. Mig Jonquiéres forrasztisa a
gylirG alaki lap teljes hiromszigelése, Matthiessen gazdasigosan forraszt, csak
azokat a miniméalisan sziikséges éleket hiizvan meg, amelyek egyszeresen Osszefiiggd
rész-lapokra osztjék a lapot (14. abra).

Matthiessen szerf6lott biztos abban, hogy m6dszerével a forradalmi ellenpéldakat ’

jol alkalmazkod6, nyarspolgari, Euler-féle példakka alakithatja at. Azt allitja, hogy
»barmilyen poliédert lehet uigy elemezni, hogy igazolja Euler tételét. : .”. Felsorolja
a feliiletes szemlé15 &ltal megfigyelt Allit6lagos kivételeket, majd kijelenti: ssMinden
ilyen esetben be tudjuk bizonyitani, hogy a poliédernek rejtett lapjai és élei vannak,
amelyeket Ssszeszimolva a ¢—é--/=2 tétel még bzekben a latszdlag rebellis esetek-
ben is érintetlen marad.”

Az az elképzelés azonban, hogy kiegészit6 élek vagy oldalak megrajzolésaval egyes
nem Euler-féle poliéderek atalakithatok Euler-féle poliéderekké, nem Matthiessen-
t6l, hanem HesseltSl ered. Hessel ezt hirom példéval, tetszetSs abrakat hasznélva
szemiélteti. (J. F. Hessel: Nachtrag zu dem Euler’schen Lehrsatze von Polyedern.
» Id. kiad. 14—15. 0.) O viszont nem arra hasznaltaezta médszert, hogy a kivételeket
a szabdlyhoz ,,igazitsa”, hanem éppen ellenkez8leg, arra, hogy ,,megsziintesse a
kivételeket”, olyan, hozzajuk ,,meglehetsen hasonlé poliédere f’ mutatvan be,
»amelyekre érvényes Euler térvénye’.
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Az élek csak a te racionilis 4talakit4sodban léteznek. -

BETA: Ezen gondolkodni fogok. Egy dolog vildgos. A tandr ur meg-
birdlt azért az Ontelt kijelentésemért, hogy médszerem bizonyossdgra
vezet, és azért is, hogy megfeledkeztem a bizonyit4srél. Ez a birdlat a
te ,,torzsziilott-kiigazitdsodra™ éppligy érvényes, mint az én , kivétel-
kizérisomra”. -

TANAR: Delta, maga mit sz61 ehhez? Maga hogy {izné el az 5rdégként
kisért8 gy(irli alaki lapot?

DELTA: Sehogy. Attéritett az 5n médszerére. Csak arra vagyok kivin-
csi, miért nem épiti be az eddig elhanyagolt harmadik lemmét is? Egy
negyedik — remélem, végs3 — megfogalmazast ajénlok: ,, Mindazok a
poliéderek Euler-félék, amelyek a) egyszerfiek, b) mindegyik lapjuk
egyszeresen Osszefiigg6, ¢) olyanok, hogy a kiteritésbl és hiromszoge-
1ésbél ered8 hdromszogekbsl 4116 h4léban a hiromszdgeket tigy lehet
megszdmozni, hogy megfelel§ sorrendben val6 eltévolitdsuk sordn

- €— ¢+ nem véltozik, amig el nem jutunk az utolsé hiromszéghoz."

Kivéncsi vagyok, miért nem javasolta azonnal ezt. Ha val6ban
komolyan venné a médszerét, az dsszes lemmat azonnal Jeltétellé
alakitotta volna 4t. Mire valé ez az »aprélékos mémoki munka* ?s
ALFA: A tory forradalmér lett! Javaslatod megdSbbent, hiszen teljesen
ut6pikus. Ugyanis nemcsak hdrom lemma van. Sok méssal egyiitt
miért ne tehetnénk hozzi ilyesféle feltételeket: ,4. ha 1 +1=2%,
»>. ha minden hdromszégnek hirom csiicsa & hdrom éle van”’, mivel
minden kétséget kiz4réan hasznljuk ezeket a lemmakat is? Szerintem -
csak azokat a lemmdkat alakitsuk &t feltétellé, amelyekre ellenpéldat
taldltunk! ~ '
GaMMA: Ez tilsigosan esetlegesnek l4tszik ahhoz, hogy elfogadjam

1 Ez az utolsé lemma sziikségteleniil erss. A bizonyitis céljira elég volna azzal a
lemmaval helyettesiteni, hogy ,,a kiteritésb&] & hiromszbgelésbsl ereds hirom-
sz6gekbdl All6 hals esetében c—é-4-1=1"", Ugy latszik, Cauchy nem vette észre a
kiildnbséget.

2 A hallgatok nyilvdn meglehet6sen t4jékozottak a legijabb tarsadalomfilozéfidban.
Ezt a terminust Popper alkotta. (K. R. Popper: The Poverty of Historicism. Id.
kiad. 64. 0.) .
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médszertani szabélyként. Epitsiik be mindazokat a lemmékat, ame-
lyekkel szemben ellenpélddkra szdmithatunk, azaz mmdazokat ame-
lyek nem nyilvdnvaléan, vitathatatlanul igazak!

DELTA: Nos, nyilvinvalénak taldlja-e valaki harmadxk lemménkat"
Alakitsuk 4t egy harmadik feltétellé!

GAMMA: Mi van akkor, ha a bizonyitdsunk lemmadi 4ltal kifejezett
miiveletek nem teljesen fiiggetlenek egymast6l? Ha egyes mfiveletek
elvégezhetSk, akkor a fennmaradé mfiveletek sziikségképpen elvégez-
het8k. Ami engem illet, én azt gyanitom, hogy ha egy poliéder egyszerii,
akkor mindig létezik a kialakitott sikhdloban a hdromszogek elvételének
olyan sorrendje, amelyben c — é + | nem vdltozik. Ha van ilyen sorrend,
az eléS lemma beépitése a sejtésbe felment minket a harmadik lemma
beépitésétsl.

DELTA: Azt dllitod, hogy az elsG feltétel magéban foglalja a harmadi- .

kat. Be tudod bizonyitani?

EpsziLoN: En igen.!

ALFA: Barmilyen érdekes a széban forg bizonyitds, nem segit prob-
' 1éménk megold4siban: meddig kell elmenniink sejtésiink helyesbitésé-

ben? Taldn tényleg megvan az a bizonyitdsod, amit emlégetsz, de ez

csak 1j allemmékra bontja fel a harmadik lemmét. Most mér ezeket is

feltételekké alakitsuk 4t? Hol &lljunk meg?

KaPPA: A bizonyitdsokban végtelen leszall6 ldnc van; ezért a bizonyi-

tisok nem bizonyitanak. Eszre kellene mér venned, hogy a bizonyit4s

jaték; addig szabad Jétszam, amig élvezed, és abba kell hagyni, ha |

megunod.
EpszILON: Nem, ez nem jiték, ez komoly dolog. A végtelen lesz4llé

1 Tulajdonképpen elBszor Reichardt javasolt egy ilyen bizonyitast. (H. Reichardt:

Losung der Aufgabe 274. In: ,Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-

- Vereinigung”’, 1941. 23. 0.) V6. még: B. L. van der Waerden: Topologie und Uni-

_formisierung der Riemannschen Flachen. In: ,,Berichte iiber die Verhandlungen der
Koniglich-Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig”, 1941, 147—
160. o. Hilbert és Cohn-Vossen megelégedett azzal, hogy Gamma 4llitdsinak igaz-
sdght ,.konnyG belatni’’. (D. Hilbert—S. Cohn-Vossen: Anschauliche Geometrie. Id.
kiad. 292. 0.)
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lincot olyan triviflisan igaz lemmékkal lehet megéllitani, amelyeket
nem kell 4talakitani feltétellé. ,

GAMMA: Pontosan erre gondoltam. Nem alakitjuk 4t feltétellé azokat
a lemmdkat, amelyek trividlisan igaz elvekbdl bizonyithaték. Azokat a
lemmakat sem épitjiik be, amelyek — esetleg ilyen trivi4lisan igaz elvek
segitségével — kordbban megfogalmazott lemmakbél bizonyithat6k.
ALFA: Helyes. Abbahagyhatjuk teh4t sejtésiink helyesbitését, miutdn
a két nem trividlis lemma4t feltétellé alakitottuk 4t. Tényleg azt hiszem,
hogy a helyesbitésnek ez a médszere — a lemmak beépitése — hib4t-

" lan. Ugy tiinik, ez nemcsak helyesbiti, hanem tokéletesiti is a sejtést.

Es kozben valami fontos dolgot tanultam: hibés az az 4llitss, hogy
»egy »bizonyitisi feladat« célja meggy6zden bebizonyitani, hogy egy
bizonyos viligosan megfogalmazott Allit4s i igaz, vagy igazolni, hogy

hamis”.* Egy ,bizonyit4si feladat” igazi célja az, hogy az eredeti,
- »naiv” sejtést valodi ,,tétellé” helyesbitse, sGt, tokéletesitse.

Naiv sejtésiink ez volt: ,,Minden poliéder Euler-féle.” v

A torzsziildttek kizdrdsinak mGdszere ezta naiv sejtésta benne hasz-
nalt terminusok 4tértékelésével védi meg, mégpedig oly médon, hogy
vegiil egy torzszilitteket kizdrd tételt kapjunk: ,,Minden poliéder
Euler-féle.” De a naiv sejtés és a torzsziilotteket kizdré tétel nyelvi
kifejezésének azonossiga — a terminusok jelentésének rejtett vilto-
z4sai mogott — elfed egy lényeges helyesbitést. -

A kivételek kizdrisdnak modszere az érveléstSl valGjaban ldegen
elemet vezetett be: a konvexitast. A kivételeket kizdrd tétel a kovetkez6

~ volt: ,,Minden konvex poliéder Euler-féle.”

A lemmik beépitésének médszere az érvelésre — azaz a bizonyit4s-
ra — tdmaszkodott, és semmi mdsra. Tulajdonképpen dsszefoglalta a
bizonyitdst a lemmdkat egyesit tételben: ,,Minden egyszertl, egyszere-
sen Osszefiiggd lapokbdl 4116 poliéder Euler-féle.”

Ez azt mutatja, hogy (most a ,,bizonyit4s” terminust a hagyoményos

értelemben hasznilom) az ember nem azt bizonyitja be, amit be akart

1Polya Gy.: A gondolkodss iskolsja. Id. kiad. 167. o,
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.bizonyitani. Ezért egyetlen bizonyit4s sem fejez6dhet be e szavakkal:
»Quod erat demonstrandum.” ’
BETA: Egyesek szerint a felfedezés sordn a tételek megel6zik a bizonyi-
tdsokat: ,,A matematikai tételre el8szor 4 kell jonni, miel8tt bizonyi-
tand az ember.” M4sok tagadjék ezt, és azt 4llitjék, hogy a felfede-
zés ugy zajlik le, hogy egy meghat4rozott premissza-halmazbél kdvet-
keztetéseket vonunk le, és felfigyeliink az érdekesekre — ha elég sze-
rencsések vagyunk, és egy4ltaldn taldlunk ilyeneket. Vagy — egy bara-
tom elb{ivéld metaforjit haszndlva — egyesek szerint a heurisztikus
»Cipzar” egy deduktiv struktiraban alulrél — a konklizi6té] — halad
felfelé a premisszdkig,® mig mésok szerint feliilr8l lefelé zirul. Mi a
véleményetek ? ' -
ALFA: Az, hogy metafordd nem alkalmazhaté a heurisztikdra. A fel-
fedezés nem felfelé vagy lefelé halad, hanem cikcakkban: ellenpéldik-
tél sarkallva véndorol a naiv sejtéstdl a premisszdkig, azt4n ismét
visszafordul, hogy térdlje a naiv sejtést, és a tétellel helyettesitse. A
naiv sejtés és az ellenpéldak a kész deduktiv struktiirdban nem szere-
pelnek: a végtermékben felismerhetetlen a felfedezés cikcakkja.
TANAR: Nagyon j6, de tegyiink hozz4 egy 6vatossdgra intd meg-
jegyzést! A tétel nem mindig kiilonbézik a naiv sejtéstsl. A bizonyit4s
nem jelent sziikségképpen helyesbitést. A bizonyitasok csak akkor
helyesbitenek, ha a bizonyit4s gondolata a naiv sejtés olyan vératlan
vetiileteinck felfedezésére vezet, amelyek azutén a tételben is megjelen-
- nek. Lehetséges azonban, hogy az érett elméletekben nem ez a helyzet.
A fiatal, fejléds elméletek bizonyosan ilyenek. A felfedezésnek é&s

igazoldsnak, a helyesbitésnek és bizonyitdsnak ilyen &sszefonéddsa

elsGsorban az utébbiakra jellemz§.
KAPPA (félre) : Az érett elméletek megfiatalithaték. A felfedezés min-
dig feleslegessé teszi az igazol4st.

1 Ez az utols6 mondat Alice Ambrose érdekes doigozatabdl valé (Proof and the
Theorem Proved. In: ,,Mind”, 1959. 438. 0.). _ .

2V5.: 25, 0. 2. ). A ,,cipzir” metaforat Braithwaite talilta ki, 6 azonban csak
wlogikai’’ és ,,episztemol6giai” cipzirakrél beszél, ,,heurisztikusrél” nem, (R. B.
Braithwaite: Scientific Explanation. Cambridge 1953. 352. 0.)
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SziGMA: Ez az osztdlyozés megfelel az enyémnek! Az én elsG 4llits-
tipusom az érett tipus volt, a harmadik a fejl8ds. . .
GAMMA (félbeszakitja): A tétel hamis! Taldltam r4 egy elienpéldat.

5. A bizonyitéselemzés kritikdja globilis,
de nem helyi ellenpélddkkal.
A szigoriisdg probléméja

a) A torzszilbttek kizdrdsa a tétel védelmében

GAMMA: Most j6ttem r4, hogy 5. ellenpélddm, a henger, nemcsak a
naiv sejtést céfolja, hanem a tételt is. Noha mindkét lemmét ki-
elégiti, mégsem Euler-féle. “
ALFA: Kedves Gamma, ne bolondozz! A henger vicc volt, nem ellen-
példa. Egyetlen komoly matematikus sem tekintia hengert poliédernek.
GaMMA: Miért nem tiltakoztél 3. ellenpélddm, a tengerisiin ellen?
Az kevésbé volt ,,bolondos™, mint a henger?* Akkor persze birdltad a
naiv sejtést, és oriiltél a cifolatoknak. Most véded a tételt, &s irtézol a
céfolatoktdl! Akkor, ha ellenpélda keriilt el6, azt kérdezted: Miahibaa
sejtésben? Most azt kérdezed: Mi a hiba az ellenpélddban?

DELTA: Alfa, torzsziilott-kizdréva valtil! Nem zavar?%

1 A tengerisiinr6l és a hengerr6l a 36— 58. oldalon volt szb.

2 Az informilis matematikiban a tétel védelmének fontos mbdszere a torzsziilbttek
kizérésa: ,,Mi a hiba azokban az ellenpéldikban, amelyekben az Buler-formula
kudarcot vall? Milyen geometriai feltételek biztositanik az Euler-formula érvé-
nyességét, pontosabbi téve /, ¢ &s ¢ jelentését " (G. Pdlya: Mathematics and Plau-
sible Reasoning. Id. kiad. I k. 29. feladat. — A henger a 24. feladatban szerepel.)
A vilasz: ,,. .. egy élnek ... csiicsokban kell végzadnie. ..” (uo. 225. 0.). Pélya
ezt dltaldnosan is megfogalmazza: ,,A matematikai kutatasban gyakran el6forduld _
helyzet: Mar megfogalmaztunk egy tételt, de meg kell adni azoknak a terminusok-
nak a pontosabb jelentését, amelyeket a megfogalmazéisban haszniltunk, hogy a té- .
telt teljesen szabatossd tegyiik.” (Uo. 55. 0.) . ‘
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b) Rejtett lemmsk

ALFA: De igen. Lehet, hogy egy kicsit meggondolatlan voltam. Hadd
gondolkozzam! Az ellenpéldik hdromfélék lehetnek. Az elsé tipust, a
helyi, de nem globalis ellenpéld4k esetét, mér tdrgyaltuk — ez biztos
nem céfolja meg a tételt.? A mdsodik fajtija az elienpéldéknak, amely
egyszerre globalis és helyi, nem igényel semmiféle magyardzatot: nem-

hogy megcéfoln4, hanem éppenséggel megerdsiti a tételt. Lehet, hogy

van egy harmadik tipus is, amelyik globalis, de nem helyi. Ez meg-
céfolnd a tételt. Nem hittem, hogy ez lehetséges. Gamma most azt
allitja, hogy. a henger ilyen. Ha nem akarjuk torzsziilsttként elvetni el
kell ismerniink, hogy glob4lis ellenpélda: c—é+/=1. De nem, a
mésodik, 4rtalmatlan tipusba tartozik? Fogadok, hogy legalsbb az
egyik lemmit nem elégiti ki. " ,

GAMMA: EllenGrizzitk| Az biztos, hogy az els§ lemmat kielégiti: ha

eltdvolitom az alsé lapot, a- megmaradé feliiletet konnyen kiterithetem

a tdbléra.

, ﬁ; : De ha torténetesen a paléstot tivolitod él,k a targy szétesik két
abra. B '

GaMMA : Es akkor mi van ? Az els§ lemma kikdtése az volt, hogy a po-

liéder ,,egyszerli”, azaz ,,egy lap eltévolitsa utén egy sikban kiterit-

het&” legyen. A henger akkor is megfelel ennek a kikStésnek, ha el8szor

a paldstot tévolitod el. Azt 4llitod, hogy a hengernek ki kell elégitenie

egy kiegészitG lemmét is, nevezetesen azt, hogy az eltavolitds utin
megmarado hdldnak is dsszefiggdnek kell lenmie. De ki allapitotta meg
ezt a lemma4t?

ALFA: Mindenki tigy értelmezte a »kiteritést”, mmt wegy dar.

szakitds nélkiili kiteritést. . .” Azért dontSttiink ﬁgy,elfc};gy n‘;lx,rl:aé';‘i,;lﬁ%
bea ha@aﬁk lemmét, mert Epszilon bebizonyitotta, hogy az elsébsl
kovetkezik.? De vess csak egy pillantést erre a bizonyit4sra: a sark-

; ﬁh;il;yi, de nem globilis ellenpéldskrol a 27—30. oldalon volt szo,
:68. 0.
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pontja az a feltevés, hogy a kiterités eredménye egy dsszefiiggs halo!
Misként a hiromszdgekre bontott hilé esetében ¢ —¢£+/ nem 1 lenne.

- GamMA: Akkor miért nem ragaszkodtél ahhoz, hogy explicit médon

allitsad ezt? S .
ALFA: Mert dgy vettiik, hogy implicit médon mér megéllapitottuk.

GAMMA: Ami téged illet, te bizonyosan nem tetted. Te ugyanis azt
javasoltad, hogy az ,.egyszer{i” azt jelentse: ,,gombbé felfiijhat6”.
A henger felftijhaté gémbbé, tehat a te értelmezésed szerint igenis
kielégiti az elsd lemmaét. . \

ALFA: Hm... De azzal biztosan egyetértesz, hogy nem elégiti ki a
masodik lemmét, amely szerint ,,minden lap két részre oszlik, ha egy
dtléval szétvagjuk”. Hogyan tudod hiromszogekre bontani a kort

" vagy a palastot? Ezek a lapok egyszeresen Osszefiigg6k ?

GAMMA : Természetesen. » ,
ALFA: De a hengerre egy4ltalin nem lehet 4tl6kat huizni! Az 4t16 olyan

él, amely két szomszédos csiicsot kit dssze. A te hengerednek viszont
egy4ltalan nincsenek cstcsai! , : ‘
GAMMA: Ne izgasd fel magad! Ha be akarod bizonyitani, hogy a kér
nem egyszeresen osszefiigg8, akkor hizz egy olyan 4tlét, amely nem
hoz létre 4;j lapot! _ »
Arra: Ne bolondozz! Nagyon jél tudod, hogy nem hiizhatok ilyen
atlét. ’

GAMMA : Akkor ismerd el, hogy ,,a kdrnek van olyan 4tl6ja, amely nem
hoz létre 1j lapot™ 4llit4s harnis!

ALFA: Elismerem. Most miben séntikélsz?

GAMMA : Akkor azt is kénytelen vagy elismerni, hogy igaz a tagadésa:
»»a kor minden 4tl6ja egy 4j lapot hoz létre”, vagy ,,a kor egyszeresen
Osszefiiggd”. : .

ALFA: Nem tudsz egyetlen példdt sem mondani arra a lemmddra, hogy
»a kor minden 4tl6ja j lapot hoz 1étre” — ezért ez nem igaz, hanem

értelmetlen. Igazsigfogalmad hamis.

1L.: 59. o.
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KAPPA (félre): ElBszor arrél vitatkoztak, hogy mi a poliéder, most

meg mér arrél, mi az igazsig.! '

GamMA: De azt mér elismerted, hogy a lemma tagadésa hamis.
Lehet egy A tétel értelmetlen, ha nem-A érteimes és igaz? Az értelmes-
ségrél alkotott fogalmad értelmetlen! '

FErtem a problémédat, de ezen egy jelentéktelen 4tfogalmazassal se-
githetiink. Akkor nevezziink egy lapot egyszeresen Osszefiiggdnek, ha
. wminden x-re igaz, hogy ha x egy -4td, x kettévdgja a lapo?r”. Sem

a k6me‘k, sem a paldstnak nem lehetnek atléi, ezért esetiinkben, barmi
legyen is x, az el6tag mindig hamis. Ezért bérmely objektum szemlél-

teti is a feltételt, az 4llit4s értelmes is, igaz is. Teh4t, mind a kor, mind -

a palést egyszeresen Bsszefiiggs, a henger kielégiti a mdsodik lemmat.
ALFA: Nem. Ha nem tudsz 4tl6kat hizni, s ily médon hdromszégekre
osztani a lapokat, sohasem kapsz hromszogekbsl 4116 hélét, és soha-
sem leszel képes lez4rni a bizonyit4st. Hogy 4llithatod, akkor, hogy a
henger kielégiti a mésodik lemm4t? Nem latod, hogy kell lenni egy.

egzisztencidlis kikotésnek a lemmaban? Annak, hogy egy lap egyszere- |

sen Osszefiiggd, bizonyira ez a helyes értelmezése: ,,minden x-re igaz,
hogy ha x egy dtls, x kettévdgja a lapot, és van legaldbb egy olyan x, ami
4tlé”. Lehet, hogy eredeti megfogalmazisunk ezt nem mondta ki, de
benne volt mint nem tudatos, ,rejtett feltevés™.2 A henger egyetlen
lapja sem felel meg ennek a lemménak, ezért a henger olyan ellenpélda,
amely egyszerre globalis és helyi, teh4t nem céfolja a tételt.

GAMMA : ElGszor a kiteritéssel kapcsolatos lemmé4t médositottad agy,

hogy bevezetted az »OsszefiiggBség™ fogalmat, most pedig a hirom-

szogekre osztis lemméjat véltoztatod meg, bevezetvén egzisztencislis

1 Gamma dres terjedelmfl igaz dllitdsai a tizenkilencedik szézad fontos Gjit4saj

tos Ujita -
tak. Ezek probléma-hétterét még nem tarték fel, L st vl
2 ,,Eukleidész. . . alkalmaz egy olyan axi6mét, amelyr6l fogalma sincs,” (B. Russell : -

Principles of Mathematics. London 1903, 407. 0.) ,Rejtett feltevést csindlni”

(sic!) — ez a matematikusok és természettudésok kdrében mindennapi kifejezés,

Lisd még Gamow értekezését Cauchy bizonyitisar6l (G. Gamow: One, Two, Three -

. .. Infinity, New Yorl‘c‘ 1953. 56. 0.), vagy Eves és Newsom véleményét Eukleidész-
r6l (H. Eva—-C. V. Newsom: An Introduction to the Foundations and Fundamen-
tal Concepts of Mathematics. New York 1958. 84. 0.)
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kikdtésedet! Es ez az egész zavaros fecsegés a ,,rejtett feltevésekrs1”
- csak azt a tényt rejtegeti, hogy a-hengerem késztetett ezeknek a moé-

dosit4soknak a kiagyaldséra.

ALrA: Miféle zavaros fecsegés? Mar megegyeztiink abban, hogy el-
hagyjuk, azaz ,.elrejtjiikk” a trividlisan igaz lemmdkat.! Akkor miért
kellene kijelenteni és beépiteni a trividlisan hamis lemmdkat, hiszen

_ezek éppoly trividlisak és éppoly unalmasak! Vedd figyelembe (en

thyme), de ne mondd ki Sket! A rejtett lemma nem hiba, hanem h4ttér-

ismeretre utalé értelmes ,,gyorsiras”. ‘
KAPPA (félre) : Héttérismeret ott van, ahol feltételezziik, hogy min-

- dent tudunk, holott semmit sem tudunk.?

1L.: 68—69. o. ) -

2 Az informélis matematikéval foglalkoz6 j6 kézikonyvek rendszerint pontosan
meghatirozzAk ,,gyorsirasukat’’, vagyis azokat az akér igaz, akdr hamis lemmékat,
amelyekr6} gy vélik, annyira trivislisak, hogy emlitésre sem méltok. Erre azt a ki-
fejezést szoktdk hasznilni, hogy ,.feltételezziik az x tipust lemmak ismeretér”.
Az jsmertnek tételezett dolgok mennyisége egyre csdkken, ahogy a kritika a hittér-
ismeretet ismeretté alakitja at. Cauchy példaul még azt sem vette észre, hogy neve-
zetes méve (4. L. Cauchy: Cours d’analyse de I'Ecole Royale Polytechnique. Id.
kiad.) feltételezte a valds szdmok elméletének ,ismeretét”. Torzsziildttként vetett
volna el minden olyan ellenpéldét, amely az irracionalis szimok természetére vo-
natkozd lemmékat explicitté tette. Nem igy Weierstrass és iskolija: az informalis
‘matematika kézikdnyvei ma mér tartalmaznak egy j fejezetet a val6s szdmok el-
méletérd], ahol Ssszegylijtve kdzlik ezeket a lemmaékat. Bevezetésiikben viszont
éltaldban feltételezik a ,,raciondlis szdmok elméletének 'ismeretét".y (Lasd példaul
G. H. Hardy Pure Mathematics cimii mfivének 1914-es, masodik, majd tovabbi
kiadésait, ugyanis az els§ kiadis a valés szimok elméletét még héttérismeretnek
tekintette; vagy W. Rudin: Principles of Mathematical Analysis. New York 1953.)

A szigortibb kézikdnyvek még inkibb korlitozzak a hattérismeretet: Landau hires
kdnyvének (E. Landau: Grundlagen der Analysis. Lipcse 1930.) bevezetSiében kiza-
rolag a ,,Jogikus ok fejtés és anémet nyelv’ ismeretét feltételezi. A sors ir6niéja, hogy
éppen ugyanakkor bizonyitotta be Tarski, hogy az igy kihagyott teljesen triviilis
' lemmék‘nemmakhamimklehetnek.hanunmeﬂcnunondisosakis, lévén a német

" szemaritikailag zért nyelv. Az ember ugyancsak kfvancsi, hogy ,,a szerz6 beismeri x

teriiletet illet6 tudatlansigit” vallom4s mikor fogja Atvenni ,,a szerz5 feltételezi x

teriilet ismeretét” eufemizmus helyét; bizonyira csak akkor, ha kideriil, hogy az o

ismeretnek nincs alapja.
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- GAMMA: Ha voltak tudatos eléfeltevéseid, ezek a kvetkezBk voltak :
a) egy lap eltdvolitdsa mindig Osszefiiggl halét eredményez, és b)
bérmely nem hdromszég alaku lap 4tlékkal héromszégekre oszi-
hat6. Amig a wdatalattidban voltak, trividlisan igaznak tekintetted
Oket — a henger azonban belebukfenceztette Gket a trividlisan hamis
lemmdk tudatos jegyzékébe. Miel6tt a hengerrel szembekeriiltél, el sem
:luc(llta;i kép.zclni, hogy ez a két lemma hamis lehet. Ha most-azt mon-
0d, hogy 1gen, akkor meghamisitod a térté iszti
oy gy nelmet, hogy megtisztitsd

THETA: Alfa, nemrég még kiginyoltad a Delta definicidiban minden
- egyes céfolat utén f5l-flbukkand ,,rejtett” kikstéseket. Most pedig te

1 Amikor el6sz6r veszik észre a rejtett lemmat, tévedésnek tekintik. Amikor
B.eeker eldszdr mutatott ki egy wiejtett” (stillschweigend) eldfeltevést Cauchy
bizonyitisdban — bar ezt csak Baltzer nyomén idézte (R. Baltzer: Die Elemente
derMathematlk Id. kiad.) — ,,tévedésnek” nevezte. (J. C. Becker: Uber Polyeder.
Id. }uad. 67—68. 0.) Felhivta a figyelmet arra a tényre, hogy Cauchy szerint minden
poliéder egyszerfi; ez a lemma nemcsak rejtett, hanem hamis is. A torténészek
azonban nem tudjak elképzelni, hogy nagy matematikusok is kovethetnek el ilyen

' tévedéseket. Valésigos torténelemhamisitasi program taldlhaté Poincarénal: Egy
oly.an bizonyitds, amelyik nem szigort, semmi. Azt hiszem, senki nem tagadj,; ezt
az igazségot. De ha a sz6 szoros értelmében fognank fel, arra a kdvetkeztetésre
jutnénk, hogy 1820 elétt példiul nem Iétezott matematika; ez nyilvénvalé talzis
volna: az akkon geométerek maghtol értet6dbnek tekintették azt, amit mi terjengSs
értekezésben fejtiink ki. Nem arrél van sz6, hogy ezt egyéltalin nem értették,

: (sak.tul gyorsan atugrottik, pedig a teljes megértéshez nem lett volna szabad saj-
nilni a féradsigot, és ki s kellett volna mondani.” (H. Poincaré: Science et mé-
thode. Id. kiad. 374. 0.) Becker beszimol6jét Cauchy ,,tévedésérs!™ 1984-es stilus-
barf kfsllgtt atirni: ,,duplaplusznemj6 von. nemtévedések atir teljesen”. Az &tiras
Steinit2t] szirmazik, aki azt bizonygatta, hogy ,,nem maradhatott észrevétlen az a
tc_Sny, hogy a , tétel nem Altalﬁnomn érvényes” [E. Steinitz: Polyeder und Raum-
emtexlungen In: W.F. Meyer és H. Mohrmann (szerk), ; Encyklopédie der mathe-
matischen Wissenschaften. Id. kiad. 3. k. 20. 0.]. Maga Poincaré alkalmazta prog-
ramjét az Euler-tételre: »Kozismert, hogy Euler bebizonyitotta, hogy konvex poli-
éderek. esetében c—é+/=2.” (H. Poincaré:, Sur la généralisation d’un théoréme

" . d’Euler relatif aux polyédres. In: »Comptes Rendus de Séances de I'’Académie

des Sciences”, 1893, 144. 0.) Euler. persze minden poliéderre érvén
deyniyd %, or. n yesként fogal
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egészited ki ,,rejtett” kikotésekkel a lemmaékat minden c4folat ut4n, te

- véltoztatgatod az 4lldspontodat, és a 1itszat meg8rzése érdekében meg-

prébalod leplezni ezt. Nem érzed kinosan magad?-

KAPPA: Semmi sem szérakoztat annyira, mint a sarokba szoritott
dogmatikus. Miut4n a harcos szkeptikus paléstjit 6ltStte magéra, hogy
szétzlizza a dogmatizmus egyik kevésbé veszélyes vélfajit, Alfa dii-
hongeni kezd, amikor ugyanolyan szkeptikus érvekkel 6t szoritjik
sarokba. Gyorsan és kapkodva jétszik: Gamma ellenpéld4jat elszor
azzal a védekezd mechanizmussal prébélja lekiizdeni, amelyet kor4b-
ban 8 maga leplezett le és tiltott meg (a torzsziilottek kizdrdsa), majd
pedig tigy, hogy a bizonyitésba ,,rejtett lemmak” sorat csempészi be, a
tételbe meg az ezeknek megfelel ,,rejtett feltételeket”. Mi a kiilonb-
ség? . ‘ »
TANAR; Alfa biztos akkor keriilt bajba, amikor dogmatikus fordulatot
tett a lemma-beépités értelmezése folyamén. Azt gondolta, hogy a
bizonyitds gondos feliilvizsgdlata olyan-tokéletes bizonyitiselemzést
eredményez, amely valamennyi hamis lemm4t tartalmazza (pontosan
ugy, ahogy Béta azt hitte, hogy képes felsorolni valamennyi kivételt).
Azt gondolta, hogy beépitésiikkel nemcsak helyesbitett tételhez jut-
hat, hanem ellenpéldéktol nem hdborgatott, tokéletesitett tételhez.!
A henger megmutatta, hogy tévedett; ahelyett azonban, hogy ezt el-
ismerné, most csak az olyan bizonyitdselemzést akarja teljesnek ne-
vezni, amely valamennyi relevdns hamis lemmat tartalmazza.

¢) A bizonyitds és cifolatok médszere

- GAMMA: Azt javaslom, fogadjuk el a hengert a tétel igazi ellenpéld4-

jinak. Uj lemmét (vagy lemmékat) taldlok ki, amelye(ke)t a henger
majd megcafol, és a lemmé(ka)t hozziteszem az eredetiekhez. Ez
persze ugyanaz, mint amit Alfa csinilt. De ahelyett, hogy tgy ,,el-
rejteném”, hogy rejtetté vdljanak, nyiltan bejelentem 8ket.

A henger, amely a régi bizonyitdselemzést és az ennek megfeleld régi

1L.:54. o,
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tételt illetSen rejtélyes, veszélyes, globélis, de nem helyi (teh4t harmadik
tl'pusff) ellenpélda volt, az uj bizonyit4selemzést és az ennek megfelel§
tételt illetSen most drtalmatlan, globélis és helyi (azaz mésodik tipust)
ellenpélda lesz. »

Alfa azt hitte, hogy az ellenpéldak 4ltala adott osztilyozisa abszo-
lit, va}léjéban pedig csak az & bizonyit4selemzésére vonatkozik. Ahogy
fejlédik a bizonyit4selemzés, a harmadik tipust ellenpélddk masodik
tipusi ellenpéldikk4 vélnak. ' .

LaMBDA: Igy van. Egy bizonyitéselemzés akkor »SZigora” vagy ,.ér-
vény.es”, és a megfelel§ matematikai tétel akkor és csak akkor igaz,
hfl nincs ,,harmadik tipust® ellenpéldéja. Ezt a kritériumot a hamissdg
visszaemelése elvének nevezem, mert el8irja, hogy a glob4lis ellenpél-
d4k egyben helyiek is legyenek: a hamissdgnak a naiv sejtésbél a lem-
mékba, a tétel kdvetkezményébdl elStételébe kell visszaemelGdnie,
Ha egy globilis, de nem helyi ellenpélda megsérti ezt az elvet, ugy
segitiink ezen, hogy a bizonyit4selemzést kiegészitjiik egy megfelels
lemméval. A hamissig visszaemelésének elve ezért a bizonyit4s-
elemzés in statu nascend; szabdlyozé elve, és a:vglobélis, de nem helyi
ellenpélda a bizonyit4s el6rehalad4sinak serkentGje.

GAMMA: Emlékezzetek vissza, mér azel8tt sikeriilt felismerni hdrom
gyamis lemmit, hogy egyetlen cifolatot is talfltunk volna, és neki-
lattunk a bizonyit4selemzésnek. ‘

LAM’BDA: Igaz. A bizonyit4selemzés nemcsak globalis ellenpéldék kény- |
szerit6 hatésira kezddhet el, hanem akkor is, ha az emberek mér |

megtanultdk, hogy résen kell lenniiik a »meggy8z8™ bizonyitisokkal
szemben.1 '

Eldszor minden globAlis ellenpélda harmadik tipusti ellenpéld4nak

1 Tanulécsoportunk ugyancsak fejlett: Alfa, Béta é&s Gamma mér akkor gyanako-
dott bziro'm kmmém amikor még egyetlen elenpélda sem meriilt fel. A bizonyitas-
elemzés torténetileg valéjaban évtizedekkel kés6bb sziiletett meg: hosszii ideig vagy
elhallgattak, vagy torzsziilttként iilddzték, vagy kivételként soroltik fel az ellen-
példékat. A heurisztikus 4tlépés a globalis ellenpéldarél a bizonyftiselemzésre — a

, hamrsség Visszaemelésének elve — a tizenkilencedik szdzad elejének informaélis
matematikijiban gyakorlatilag ismeretlen volt.
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litszik, és minden lemma ,rejtett lemmaként” kezdi palyafutdsat.
Ezek a bizonyitdselemzés fokozatos felépitésére 6sztonoznek, és igy
egyenként mésodik tipust ellenpéldivéd valnak.
A mdsodik esetben — amikor mér gyanakvdak vagyunk és keressiik a -
cifolatokat — ellenpélda nélkiil is a bizonyitdselemzés magas szintjére
juthatunk. Ekkor két lehet8ség van. Az elsé az; hogy helyi ellenpéld4k-
kal sikeriil megcéifolni a bizonyitdselemzésben felsorolt lemmdkat.
Kd&nnyen lehet, hogy ezeket globalis ellenpélddknak is taldljuk.
ArFA: fgy fedeztem fel a képkeretet: olyan poliédert kerestem, amely
egy lap eltdvolitdsa utdn nem terithetS ki egy sikba.

SziGMA: Akkor nemcsak a céfolatok hatnak serkent6ként a bizonyi-
taselemzésben, hanem a bizonyitdselemzés is lehet serkent® hatdssal a
céfolatokra! Micsoda gonosz szovetség két 4llitélagos ellenség kozott!
Lamspa: fgy van. Ha egy sejtés nagyon plauzibilisnak vagy egyenesen
magatol értet6ddnek tlinik, bizonyitani kell: kideriilhet, hogy nagyon
mesterkélt és bizonytalan lemmakon alapul. A lemmék c4folata pedig
az eredeti sejtés némiképp vératlan céfolat4t is eredményezheti.
SzIGMA : Bizonyitdsbél szdrmazé céfolatokat! ,

GamMA: Akkor ,,a logikai bizonyités értéke nem az, hogy hitrekésztet,
hanem az; hogy kételyeket ébreszt”.1 '
LamepA: De hadd térjek vissza a mdsodik lehetdségre, amikor egyél-
taldn nem taldlunk helyi ellenpéldékat a gyanis lemmdkra! :
SzIGMA: Vagyis amikor a cdfolatok nem segitik €l8 a bizonyit4selem-
zést. Akkor mi torténne? . -

Lamepa: Kiilonenek bélyegeznének minket. A bizonyités teljes tisz-
teletet vivna ki, és a lemmék tisztdzndk magukat a gyanu alél. Bizo-
nyitdselemzésiinket csakhamar elfelejtenék.?

1 H. G. Forder: The Foundations of Enclidean Geometry. New York 1958. VIIL. o.
Vagy: ,,A bizonyitasok egyik f5 érdeme az, hogy némi szkepticizmusra nevelnek a
bebizonyitott eredménnyel szemben.” (B. Russell: Principles of Mathematics. Id.
kiad. 360. o. Kit(ind példat is hoz.) ;

2 Kédztudott, hogy a kritika kétségbe vonhat — s5t, végiil meg is cifolhat — ,,a prio-
ri igazshgokat™, s igy bizonyltdsokat puszta magyardzastd valtoztathat. Nem ilyen
kbzismert, de legalabb ilyen fontos, hogy ha hidnyzik a krittka vagy cdfolat, valo-
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szinttlen sejtések ,,a priori igazsigea”, kisérleti magyarazatok bizonyitissa valhat-

nak. E séma keét nagy példija Eukleidész és Newton érvényesiilése és hanyatlisa. -

Hanyatlisuk toérténete jol ismert, érvényesiilésiik torténetét viszont rendszerint

meghamisitjak.

Ugy latszik, az euklideszi geometria kozmolégiai elméletként vet6dtt fel. (V. :

K. R. Popper: The Nature. of Philosophical Problems and Their Roots in Science.

In: Conjectures and Refutations. Id. kiad, 187—189. 0.) Mind »bosztulitumai”,
" mind ,,axiémai”’ (vagy »kbzOnséges fogalmai”’) olyan merész, provokativ 4llitidsok

voltak, amelyek kihivast jelentettek Parmenidésszel és Zénonnal szemben, akiknek )

tanai szerint ezek a ,,posztulatumok” nemcsak hamisak, hanem logikailag is hiba-
sak, felfoghatatlanok lettek volna. Csak késébb kezdték a nbosztulitumokat”’
vitathatatlanul igaznak, a merész Parmenidész-ellenes ,,axi6mékat” (példaul:,, az
egész nagyobb, mint a rész’’) annyira trividlisnak tartani, hogy a késdbbi bizonyi-
taselemzésekb6l. kihagytik Oket, és ,rejtett lemmakka’ valtak. Ez a folyamat
Arisztotelésszel kezd5dott : 6 Zénont hézsirtos kiildncnek, érvelését nszofisztikanak’’
mindsitette. Ezt a torténetet a kozelmiltban megragadé részletességgel magyarazta
Szab6 Arpad. (Szabd A.: Anfinge des Euklidischen Axiomensystems. In.: ,,Archive
for the History of Exact Sciences™, 1960. 1. sz. 65—84. 0.) Szabé fethivta a figyelmet
arra, hogy Eukleidész idejében az ,,axi6ma” — a »posztulditumhoz’’ hasonl6an —
olyan, a kritikus dialégusban (dialektikdban) felvetett allitast jelentett, amelynek
kovetkezményeit anélkil kellett ellenrizni, hogy az allitast a vitapartner igaznak
fogadta volna el. A térténelém irénidja, hogy jelentését a feje tetejére allitottak.
Eukleidész tekintélye a felvilagosodas koraban érte el csticspontjat. Clairaut arra
08szt6nzi kollégait, hogy ne »homalyositsik el abizonyitédsokat, és ne keltsenek ellen-
szenvet az olvasékban” evidens igazsdgok kijelentésével; Eukleidész is csak azért
tette ezt, hogy meggy6zze a ,,makacs szofistikat”. (4. C. Clairus: Eléments de
geom¢trie. Parizs 1741. X. és XI. 0.)

Newton mechanikdja és gravitdcidelmélete ugyancsak vakmer6 feltevésként vetGdétt
fel, amelyet Leibniz kigiinyolt és ,,okkultnak’’ nevezett, s amelyre maga Newton is
gyanakodott. De néhiny évtizeddel késSbb — céfolatok hijén — axiémait kezdték
kétségteleniil igaznak tartani. A gyanakvésokat elfelejtették, a kritikusokat »»h06-
bortosnak”, ha nem ,,maradinak” mindsitették; a legbizonytalanabb feltételezések
némelyikét kezdték olyan trividlisnak tartani, hogy a kézikényvek soha nem is em-
litették Sket. A vita — Kantté] Poincaréig — tébbé nem Newton elméletének igaz-
sgir6l, hanem bizonyossiginak fokérél folyt. A newtoni elmélet értékelésében
bekévetkezptt hirtelen fordulatra el8szér Karl Popper mutatott ra. (L. K, R. Pop-
per: Conjectures and Refutations. Id. kiad. Tobb helyen is.)
A politikai ideol6giak és a tudomanyos elméletek kdzti hasonlésag eszerint sokkal
szélesebb kord, mint 4ltalsban gondoljak: azok a politikai ideolégidk, amelyek ele-
inte vitathat6k (és amelyeket esetleg csak kényszer hatésara fogadnak el), akar
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Céfolatok nélkiil nem tarthaté fenn a gyani: a gyani fénysugara
hamar elhalvényul, ha a c4folat reflektorfényét nem tdmasztja ald a bi- -
zonyitasnak a ,,trividlis igazsdg” félhomély4ban alig észlelt, elhanya-
golt pontjéra irdnyité ellenpélda. ‘

Mindez azt mutatja, hogy a bizonyités és a c4folatok nem valasztha-
ték el élesen egymdast6l. Ezért azt javaslom, hogy kereszteljiik it a
»lemmdk beépitésének modszerét” a ,,bizonyitds és cdfolatok médszeré- .
vé”. Hadd szdgezzem le hirom heurisztikus szab4lyban e médszer 6
jellemz@it: , '

I» szabdly: Ha van egy sejtésed, kezdd el bizonj:z'tani és cdfolni! Gon-
dosan vizsgdld meg a bizonyitdst, hogy JSelsorolhasd a nem trividlis
lemmdkat (bizonyitdselemzés); keress ellenpélddkat mind a sejtésre
(. glob&lis ellenpélddkat), mind a gyanis lemmdkra (helyi ellenpéldékat ') !

2. szabdly: Ha van egy globdlis ellenpélddd, mondj le a sejtésrél, a bi-
zonyitdselemzést egészitsd ki egy megfelel lemmdval, amit az ellenpélda
majd megcdfol, az elvetett sejtést pedig helyettesitsd egy olyan helyes-
bitett sejtéssel, amely az illeté lemmit Seltételként tartalmazzal® Egy
cdfolatot se engedj torzsziilottként visszautasitani!® Igyekezz minden .
wrejtett lemmdt” explicitté tennil®

egyetlen nemzedék életében kétségbevonhatatlan hattérismeretté valtozhatnak,
a birdlokat pedig elfelejtik (esetleg kivégzik), amfg egy forradalom magééva nem
teszi ellenvetéseiket.

1 Ezt a szabalyt valésziniileg Seidel fogalmazta meg el&szér. (L.: P. L. Seidel:
Note iiber eine Eigenschaft der Reihen, welche discontinuirliche Functionen Dar-
stellen. In: ,,Abhandlungen der Mathematisch-Physikalischen Klasse der Konig-
lich-Bayerischen Akademie der Wissenschaften”, 1847. 5. sz. 383. 0.) Vé.: 199. o.
2 ,,Jogom van az 8n érvelésének feltételeit kielégitd barmely példat felvetni, és
hatérozottan gyanakszom, hogy az 6n 4ltal bizarrnak, abszurdnak nevezett példak
val6jdban csak kényelmetlenek, mert hitrinyosak a tételére.” (G. Darboux: Lettre
2 Houel, 19 Février 1874. Idézi F. Rostand: Souci dexactitude et scrupules des ma-
thématiciens. Périzs 1960. 194. o0.) g

3 ,,Borzadok a tdméritelen’ implicit lemmatol. Rengeteget kell majd dolgoznom )
ahhoz, hogy megszabaduljak t6liik.” (G. Darboux: Lettre & Houel, 2 Septembre
1883. 1dézi F. Rostand az el3bbi labjegyzetben emlitett munkajaban. 261. o.)
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3. szab'a'ly :Ha van egy helyi ellenpéldid, ellendrizd, vajon nem globdlis
ellenpélda-e egyben! Ha igen, konnyen alkalmazhatod a 2. szabdlyt.

d) Bizonyitis és a bizonyitiselemzés. A tétel fogalmainak relativizzﬁisa
és a bizonyitdselemzés szigonisdga

ALFA: Hogy értetted a 2. szabdlyban a ,,megfelel8” sz6t?

GAMMA: Teljesen mindegy. A kérdéses ellenpéldival -megc4folt
bdrmely lemmaéval kiegészithetS, mert bdrmely ilyen lemma helyre-
. 4llitja a bizonyitdselemzés érvényességét. :

LmDA: Micsoda ? Ezek szerint egy olyasféle lemma, hogy ,,Minden
- poliédernek legaldbb 17 éle van”, a hengert is elintézné! Es barmely
egyeéb esetleges, ad hoc sejtés éppen igy megfelelne, ha torténetesen az
ellenpélda megc4folja. ‘ o

GAMMA : Miért ne?

LaMBDA: Mir birdltuk a torzszillott-kizérokat és a kivétel kizdrokat
azért, mgrt figyelmen kiviil hagyjék a bizonyitisokat.! Most ugyanezt
teszed, kiagyalvin egy igazi torzsziilsttet : bizonyitdselemzés bizonyitds
nélkiil! Kozted és a torzsziilott-kizdrék koz6tt csak az a kiilonbség
hogy te arra kényszeritenéd Deltit, hogy tegye explicitté 6nkényes’

definici6it, és lemmaként épitse be Sket a tételbe. A kivételek kizdrésa

és a te bizonyitdselemzésed kézott pedig nincs semmi kiilonbség. Az
efféle ad hoc médszerek ellen az egyetlen biztositék megfelels, azaz
a gond.olatk.isérlet szellemével 6sszeegyeztethetd lemmak alkalmz;zésa!
Vagy ink4bb lemondanél a matematikaj bizonyitdsok szépségérsl, és
ostoba formalis jatékkal helyettesitenéd? ’

GaMMA : Még mindig ink4bb, mint a ,,gondolatkisérlet szelleme”] En
4 matematika objektivitdsit védem a te pszichologizmusod ellen,
ALFA: K6s28n6m, Lambda, hogy djra megfogalmaztad az én 4l14s-
pontomat: az ember nem taldl ki hirtelen €gy Uj lemmét, hogy megbir-
kézzon egy -globilis, de nem helyi ellenpéld4val; ink4bb fokozott
gondosséggal vizsgilja meg a bizonyitést, és ott felfedezi a lemmit.

1L.: 53.é63. o.
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Eszerint én nem »taldltam ki” rejtett lemmékat, kedves Théta, és nem
»Csempésztem be” ezeket a bizonyitésba, kedves Kappa. Mindezt tar-
talmazza mér a bizonyit4s is, de érett matematikus egy tdmér ssze-
foglaldsb6l megérti az egész bizonyitdst. Ne cseréljiik 6ssze a hibdtlan
bizonyitést a pontatlan bizonyitdselemzéssel! Még megvan a cifolhatat-

lan alaptétel: ,,Minden olyan poliéder, amelyre alkalmazhaté a gondolat-

kisérlet, vagy roviden, minden Cauchy-féle poliéder Euler-féle.” Elis-
merem, hogy az én elnagyolt bizonyitdselemzésem a Cauchy-féle poli-
éderek osztdlydnak hatdrvonalit nem nagyon hegyes ceruzéval hiizta
meg. A furcsa ellenpélddk most arra tanitanak, hogy hegyezziik ki a ce-
ruzdnkat. De el8szor is, egyetlen ceruza sem tokéletesen hegyes (és
ha tulzdsba vissziik a hegyezést, eltérik), m4sodszor pedig, a ceruza-
hegyezés nem alkoté matematika. "
GaMMA: Nem ismerem ki magam. Mi a fe 4llispontod? Eleinte a
céfolatok bajnoka volt4l. ' ‘
ALFA: Oh, az én kamaszkori tévelygéseim! Az érett intuici6 félresépri
a vitat. ~
GAMMA: ElsG érett intuiciéd eredménye volt ,,tokéletes bizonyit4s-
elemzésed”. Azt gondoltad, hogy a ceruzid tokéletesen hegyes.
ALFA: Megfeledkeztem a nyelvi kommunik4cié, kiilondsen a betfird-
gokkal es szkeptikusokkal valé6 kommunik4cié nehézségeir8l. De a ma-
tematika veleje a gondolatkisérlet, a bizonyitds. Ennek nyelvi megje-
lenitése — a bizonyit4selemzés — sziikséges a kommunikiciéhoz, de
nem tartozik a tirgyhoz. Engem a poliéderek érdekelnek, téged pediga
nyelv. Nem l4tod milyen nyomorultak az ellenpéld4id ? Ezek nyelvi és
nem poliedrikus ellenpéld4k.
Gamma: Eszerint egy tétel megcfoldsa csak azt tandsitja, hogy képte-
lenek vagyunk tetten érni benne a rejtett lemmékat? Egy ,tétel”
tehit mindaddig értelmetlen, amig nem értjiikk meg a bizonyitdsst?
ALFA: Mivel a nyelv bizonytalansdga meggétolja a bizonyitdselemzés
szigoriisdgdt, és a tételalkotdst soha véget nem ér8 folyamattd véltoz-
tatja, miért t6rédjiink a tétellel? A gyakorlé matematikusok semmi
esetre sem teszik. Ha mégis elSkeriil holmi jelentéktelen s»ellenpélda”,
‘nem ismerik el, hogy tételiiket megcéfoltik, legfeljebb csak azt, hogy a
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tétel ,,érvényességi 'tartoﬁlényét” alkalmas médo: i

7 n szlikiteni kell.
LAMBDA: Téged teh4t sem az ellenpélddk, sem a bizonyit4selemzés
sem a lemmék beépitése nem érdekel? "

ALFA: fg.y van. szabilyaitokat elvetem. Helyettiik egyetlen
szabilyt javasolok: Alkossunk szigori (kristélytiszta) bizonyitdsokat !
LAMBDA: Azt 4llitod, hogy a bizonyitdselemzés szigorusdga elérhetet-
len. A4 bizonyitds szigorisdga elérhet6? Nem vezethetnek a »kristély-

tiszta” gondolatkisérletek paradox vagy e enesen el
eredményekre? 8y gy ellentmond4sos

A;FA: A nyelv bizonytalan, de a gondolkod4s abszohit szigortisdgot
érhetel.

LAMBDA: De bizonyéra ,,elédeink is azt hitték a fejlédés minden egyes
szakasziban, hogy elérték ezt, nem? Ha 8k csak dmitott4ik magukat
nem csapjuk be magunkat ugyaniigy mi is 7’1 ,
ALFA: ,,Napjainkban abszolit szigoruségot értiink el.”?

(Kuncogds a tanteremben. )3

C?AMMA: Ez az elmélet a , krist4lytiszta” bizonyit4sré] mer8 pszicholo-
gizmus |4 |

1 H. Poincaré: La valeur de la science. Périzs 1905, 214. o,
2 Uo. 216. o. A:,,bizonyités szigorisiga™ kritériuménak véltozﬁé&i a matematik4-
ban nagy foE'radalmakat idéznek eld. A piithagoreusok szerint a szigort bizonyit4s-
nak aritmetikainak kell lennie, azonban felfedeztek egy szigorii bizonyitést arra,
hogy ¥z ,gmgo?élm”. Amikor ez a botrény végiil nyilvinossigra keriilt, megval-
.toztat.ték a kritériumot; diszkreditaitak az aritmetikaj »iNtUICiot”, és a g;ome‘triai
fntuiclé foglalta el a helyét. Ez a matematikai ismeretek (pl. az aranyok elmélete)
jelentSs és bonyolult Atszervezését jelentette. A XVIIL szizadban csaloka’
szdmok rossz hirét koltstték a geometriai bizonyitésoknak. és a XIX. sd:,mdban a
yalés .szénmk nehézkes elméletének segitségével ismét trénra emelték az aritmetikai
mt.uicxét. Ma a legfsbb vita arr6l folyik, hogy mi szigort és mi nem a halmazelmé-~
leti és metamatemaukax bizonyitdsokban. Ezt mutatja az a 'kdzismert vita amely
; arrél folyik, hogy elfogadhatt-e Zermelo és Gentzen gondolatkisériete ' -
3}:4::;: m’?h exlnlftettiik, a csoport rendkiviil fejlett. | '
»pszichologizmus™ terminus Husserl alkotdsa. (E. Husserl: gische Un-
tersuchfmgen. L. k. Tiibingen 1968. 1900-ban Jelent meg el6szisr,) A psucliohologizg:s
kor#bbi , kritik4jat" Frege adta 1893-ban. (G. Frege: Grundgesetze der Arithmetik, -
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ALFA: Jobb, mint a te bizonyitdselemzésed logikai-lingvisztikai pedan-

félretéve, én is szkeptikus vagyok azzal az
, hogy a matematika ,,az értelem lényegében

lehet elegend8: azt is meg kell 4llapitani, mit bizonyitott a bizonyit4s.
A bizonyitds a matematikus munkd4jinak csak egy szakasza, amelyet
bizonyit4selemzésnek és cafolatoknak kell kovetni, és a szigor tétellel
kell lezdrni. A ,,bizonyitds szigorisdgit” a ,,bizonyitdselemzés szi-
gorusigival” kell dsszekapcsolni.

ALFA: Még mindig azt reméled, hogy végiil tékéletesen szigoru bizo-
nyit4selemzést érsz el? Ha igen, mondd meg, miért nem a henger 4ltal
,,stimulélt” §j tételed megfogalmazasaval kezdted! Ezt csak jelezted.
Keservesen mulatsdgos lett volna a tétel terjedelmessége és esetlensége.
Es rogton elsé j ellenpéld4d utdn! Eredeti tételiinket egyre pontosabb

1. k. Hildesheim 1962. XV—XVI. 0.) A modern intuicionistidk (nem gy, mint Alfa)
nyiltan magukéva teszik a pszichologizmust: ,,Egy matematikai tétel egy tisztin
empirikus tényt fejez ki, nevezetesen, egy bizonyos konstrukcié sikerét. .. a mate-
matika. .. az emberi agy bizonyos funkcibinak vizsgalata.”” (4. Heyting: Intui-
tionism: An Introduction. Amszterdam 1956. 8. és 10. 0.) Az 6 féltve Srzott titkuk,

~ hogy miképp egyeztetik dssze a pszichologizmust a bizonyossiggal.

1 Az 6kori szkeptikusok korében kozhelynek szimitott, hogy még akkor sem tud-
nénk tokéletesen kifejezni ismereteinket, ha volninak tokéletes ismereteink, de a
felvilagosodas kordban ez a kbzhely feledésbe meriilt. Az intuicionistik fedezték fel
tijra: elfogadtik Kant matematikai filozéfidjat, de ramutattak arra, hogy ,,a tulaj-
donképpeni matematika tkéletessége és a matematikai nyelv tokéletessége kdzitt
sernmiféle vildgos kapcsolat nem fedezhetd fel” (L. E. J. Brouwer: Historical
Background, Principles and Methods of Intuitionism. In: ,,South African Journal
of Science”, 1952. 140. 0.). ,,A kimondott vagy leirt sz6val térténé kifejtés — bar a
kommunikaciéhoz sziikséges — sohasem adekvat... A tudominy feladata nem
nyelvek tanulményozisa, hanem gondolatok alkotasa.” (4. Heyting: Les fonde-
ments des mathématiques du point de vue intuitionniste, In: F. Gonseth (szerk.):
Philosophie mathématique. Parizs 1939. 74—75. o.) :

2 L. E. J. Brouwer: Historical Background, Principles and Methods of Intuitionism.

Id. kiad. 141. o.
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;etelik sorozafé.val helyettesitetted — de csak elméletben. Mi a helyzet
elr;:e Ia; érelatxvxzélésnalf a gyakorlatdval? Az egyre excentriku'sﬁ)b
hos:npébb kkal egyre trividlisabb lemmék keriilnek szembe, e e
el-edrzna' és &se‘iienebb tételek!”, rossz végtelenjét” [,, vicious inf’init?’ 3
enyezve. A kritika addig volt hasznos mig i y :
: ' : R tiint, hogy el

az 1gazsighoz, viszont bizon gug'y A

ghoz, izonyosan zavar6, ha minden 1gazsigot le-
rombol, és céltalanyl hajszol minket a végtelenbe. En gondogIZIbaix

megsziintetem ezt a rossz vé —_ i S
tartéztatod fol gtelent — te nyelyi eszkozokkel sohasem

akkor véget ér a c4folatok dradata. Persze, nem fogjuk tudni mikor.

Csak a céfolatok me ‘ izonvi
tartoznak 3 88y6z8ek — a bizonyitasok a pszicholégisra

1 A matemati 150k 4 i
kdzként hﬁf&i%ima lkﬁagylmkm"k el a hosszii tételeket, hogy alternatiy esz-
(példéul kdz6nsé N t » aznak. fgy a tételekben csak defini4lt terminusok
finicio sok t«éte:ll:&;ge“'l poliéderek”) szerepelnck, s ez gazdasigosabb, mivel s P
»SZIgOrd" ma gyaré::h:c ;:n Még Igy is rengeteg helyet foglainak el’a deﬁnifx?ék a
ezckre a definicicira késuornct. o7 MUk 220Kat a torzszilttieker, amelyel
terminusok némelyikének s . L. erféle poliéder” definiciéia (a definisls
ki (H. G. Forder: The ok definicitjaval egyiitt) Forderne] kdriilbeliil 25 sort tesz
a ka‘o’ﬁl;sége:po.liéd th;ndatxons of Euclidean Geometry. Id. kiad, 67 és 29 t&;z
2 e’,n eps o . A ..0. :
45 sor, finici6ja az Encyclopaedia Britannica 1962-eg kiadasaban .
2 . :
. to;fzdemégo;:fel;;;‘n a ”\fég'telen visszatérés’’ L Jin ﬁ”ite regre.m'”] terminus haszg,é]
& itt nem lore he:yménv ahlés w:::aa:zrto?z k;&g.telennekt’ (schlechte Unendlichkel'la):
Lovicious circle’) mintsjra alkotta, Gleztst nyilvinvaloan a ,hibés ko
bibor e e SVt bt b, do s e s
tions Prinﬁ‘t’fv::k Pi rlzs('H: gg’ gue: Legons sur Pintégration et Ia reche:cenhe datf:::
. 328. 0.)—*4 Szerkesztok megjegyzése - Fel kell hivni

LaMmepA: En még mindig bizom abban, hogy kigyil a teljes bizonyos-
sag fénye, ha a céfolatok lassan elfogynak!
Kappa: De vajon elfogynak-e? Mi van akkor, ha Isten olyannak te-

" remtette a poliédereket, hogy minden rdjuk vonatkozé igaz, egyete- -

mes — emberi nyelven megfogalmazott — 4llitds végteleniil hosszi?
Nem istenk4romlé antropomorfizmus azt feltételezni, hogy (isteni)
igaz tételek véges hosszisdguiak ?

Légy 8szinte! Ezért vagy azért unod a céfolatokat és az aprélékos
tételalkotdst. Miért nem teszed le a lantot, és miért nem széllsz ki a
jatékbél? Mér lemondtél a ,,Quod erat demonstrandum’-rél. Miért
nem mondsz le a ,,Quod erat demonstratum”-rél is ? Csak Isten sziméra
van igazsag. . ‘ : ,
THETA (félre): A valldsos szkeptikus a tudomény legdddzabb ellen-
sége! _

SziGMA: Ne dramatizaljuk tidlsdgosan a helyzetet! Végiil is csak a
bizonytalansignak egy keskeny félarnyéka forog kockan. Egyszer{ien
az a helyzet, hogy — mint mar mondtam — nem minden 4llitds igaz
vagy hamis. Van egy harmadik osztily, amit most ,,/Gbbé-kevésbé
szigorunak™ neveznék. .. '
THETA (félre): Hairomértékli logika — az ésszerfi kritika halila!
SZIGMA: . . .és ezek érvényességi tartoményat tobbé-kevésbé megfeleld
szigorusdggal 4llapitjuk meg. : ’
ALFA: Mihez megfelel?

' SZIGMA: Annak a probléménak a megolddsdhoz, amelyet meg akarunk

oldani.

THETA (félre): Pragmatizmus! Senkit sem érdekel mar az igazsdg?
KAPPA: Vagy a Zeitgeistnek megfelel3! ,,Mind a mai napig elegend8
ennyi szigorusdg.”*

 THETA: Historizmus! (Eldjul.)

“ALFA: Lambdénak a ,,szigoru bizonyitdselemzésre” vonatkozd szaba-
lyai a szépségétdl fosztjidk meg a matematikét, s olyan hosszi, nehéz-
kes tételek sz8rszalhasogaté tudalékossdgival ajindékoznak meg ben-

1 E. H. Moore: On the Foundations of Mathematics. In: ,,Science’’, 1902. 411. o.
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ni
! (:xsnsice:; ;:;:l::k l{nalmas, vaskos lfényveket toltenek meg, és végiil a
— S ae tizVII;znek. Kappa kibivéja konvencié, Szigm4¢ mate-
G Br 'zmus. Micsoda valaszt4s egy racionalista sz4m4ra
nyitésaji” gk}l'f rftcxonahstén?k tel}ét élveznie kéne Alfa »SZigoni bizo-
vissmeme],és ?e’zhetetl.en’ Intuicidjét, ,,rejtett lemméit”, a hamiss4
tematﬂ(ﬁnm(e elvének hgunyolé§ét, a céfolatok kikﬁszﬁb&lését? A ma%
Bers, sinak hem volna semmi kéze a kritikdhoz és 3 logikdhoz ?
: Barmi is a helyzet, elegem van ezekbd] 2 kovetkezetlen széjzi;

zol4st, természetes Osztoném megnyugtat.!

Ha jé1 értettem, émegénak c
N van egy érdekes gyiijtemé
bizonyitésokbél. Szivesebben hallgatném m:gs §t yieménye alternatiy

: éh:'E?A: De ,,filoz6fiai” keretbe helyezem Gket!
A: A csomagolds nem érdekel, ha van valami més is 3 csomagban

Meoi ;.
m;g:;iy-zes: kl;:lbben a részben azt prébaltam bemutatni, hogyan valt

Dﬁntéukafol , tlka’a matem?tika »alapjai” kutatdsénak hajtberejévé :

ntossiginak tlinik az 3 kiilonbség, amelyet g bizonyité:s' és a

bizonyit 2S5, S
yitdselemzés, s ennek megfelelGen g bizonyitdgs szigordsdga és q bizp-

e . - ] mereyv, fol j-
6dik; a matematika elvei nincsenek egyszer s mindenkorrq befagyayztvayth?:lﬁt:;;’t

O6muit ; A .
BIIIA4 Ha MaTeMaTaKy. [n: A. A. Anexcannpon—A. H. Kgmzﬁ,:::ip:;‘

> ; MeT:
- ;ssztk:a]lq llzi: allk k. 12. 0.) (Ez emlékezetiinkbe idézi hogy :ﬁa:kt?kn:qw:?
almazisa nélkii] prébalj rhzni i oty

oy . 2 a n Ja megmagyarazni:
nosan fejlédnek™; de mindig ,,teljesen vitathatatlanok".)l ok foly-

88

nyitdselemzés szigorisdga kozott tettiink. 1800 tajan a bizonyitas szigoriisa-
gat (a kristdlytiszta gondolatkisérletet vagy konstrukciot) szembedllitottak a

. zavaros érveléssel és az induktiv ltaldnositdssal. Ez volt az, amit Euler a
»rigida demonstratio” alatt értett, és Kant felfogasa a csalhatatlan matemati-

Kkérél szintén erre a koncepci6ra épiilt [lasd egy matematikai -bizonyitas
paradigmatikus esetét a A fiszta ész kritikdja (Bp. 1913.) 228. oldalan].
SGt, ugy vélték, hogy az ember azt bizonyitja, aminek a bizonyitasat elha-
tidrozza. Senkinek sem jutott eszébe, hogy a gondolatkisérlet sz6beli meg-
fogalmazisa igazi nehézségeket rejt magiban. Az arisztotelészi formalis
logika és a matematika két teljesen kiilénallé tudomdny volt, é a matemati-
kusok az el8bbit végképp folislegesnek tartottdk. A bizonyitds vagy a gon-
dolatkisérlet teljesen meggy6zd volt, mindenféle deduktiv séma vagy ,,logi-
kai” struktira nélkiil is. ’

A XIX. szdzad elején zavart keltett az ellenpéldik dradata. Mivel a bi-
zonyitasok Kkristdlytisztdk voltak, a cdfolatoknak csodilatos csinyeknek

- kellett lenniiik, amelyeket teljesen el kell kiiloniteni a vitathatatlan bizonyi-

tasoktol. A szigordsdg forradalma, amely Cauchy nevéhez f(iz6dik, azon a
heurisztikus wjitdson alapult, hogy a matematikusnak nem szabad megéllnia
a bizonyitasnal: tovabb kell 1épnie, &s fel kell ismernie, mit bizonyit aziltal,
hogy felsorolja a kivételeket, vagy inkdbb azaltal, hogy megallapitja azt a
biztos tartomdnyt, amelyben a bizonyitds érvényes. De sem Cauchy — sem
" Abel — nem litott semmiféle kapcsolatot a két probléma kozott. Sohasem ju-
tott esziikbe, hogy ha felfedeznek egy kivételt, még egyszer meg kellene vizs-
gdlniuk a bizonyitdst. (Masok a torzsziilSttek kizarasait, a torzsziilsttek kiiga-
zitdsat alkalmaztik, esetleg éppen csak ,.elnézve” ezeket, de mindannyian
egyetértettek abban, hogy a bizonyitas tabu, és nincs semmi tennivaldjuk a
»kivételekkel”.)
A matematika és a logika XIX. szdzadi egyesiilésének két fG forrdsa volt:
a nem euklideszi geometria és a szigorisdg Weierstrass-féle forradalma. Ezek .
hozték létre a bizonyitis (a gondolatkisérlet) &s a cafolatok integrécidjat, és
kezdték kifejleszteni a bizonyitdselemzést, fokozatosan deduktiv sémakat
vezettek be a bizonyitasba (a gondolatkisérletbe). Amit mi a ,,bizonyitds és
cifolatok modszerének™ neveztiink, az az & heurisztikus Gjitdsuk volt:
ez egyesitette eldszor a logikdt és a matematikdt. A Weierstrass-féle szigortisig
diadalmaskodott reakcids torzsziilott-kizar6 és lemma-rejtegetd ellenfelei
folott, akik olyan jelszavakat hasznéltak, mint a ,,szigorisig unalma”,
,,ll}esterkéltség vagy szépség” stb. A bizonyitdselemzés szigorisdga folébe
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do . . ..
t gm;flk:szs: ::rl:zfztatta, aki mindig kész volt szembeszilini az anarchis
dkkal”, 1zmus elleni harc cimén kizirea ] ” :
vagy ol an Cllent 1zartak az 4j torzsziils

yan ,,rejtett lemmakra utaltak tételeikben, amelyek a szigoc::t'zztg’

VégsS szavit” képviselték, Ekg
e . Ekozbe; iti :
blineik miatt tovdbbra js i.ildﬁzték,n a régi tipust ,,reakciésokat” hasonlé

Matematika ¢s a logika,

A logi 4 : dzass4
paradoﬁu:;fé;n;gﬁfb?h'ék ‘megmenteni a hs 8ot, és megrekedtek a
. Ttl SZigordsag a matematikit a bizonyitiselemzések

Id. kiad. 179—184. 0.)

A bizonyits igorusig mi
bom }!')e ta:e;t:zn;zés ,,’a 5Z1gorasig minden egyes forradalmdva]” mélyeb-
caprests P Snyztasok-ba, végiil egészen »aZ ismergs hittérismeretek”
: ' -+ 73. 0. 2. 1j), ahol mir a kristalytiszta intuicié és a bizo.

* A szerkeszték megies
. glegyzése: Ez a torténeti j
tils3 b1 : netl megjegyzés — 1; PR -
80san lebecsiili a matematikaj »Szigoriisig” hiveinek ugy h‘::i::i —I;kxsse
eredmy . ma-
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E 6. Visszatérés a bizonyitds helyi,
de nem globadlis ellenpélddkkal vald kritikajara.
A tartalom problémadja

a) A tartalom nivelése mélyebb bizonyitdsokkal

OMEGA: Nekem tetszik a bizonyitds és céfolatok Lambda-féle mod-
szere, és osztozom vele abban a hitben, hogy valahogy végiil szigori
bizonyitiselemzéshez, s ennélfogva egy biztosan igaz tételhez jutunk

tematikai ,,szigortsagra’ iranyuld térekvésnek — ez végiil is kideriilt — két, egy-
mastél fiiggetlen cflja volt, s koziiliikk csak az egyik érheté el. E két cél: egyrészt,
szigoriian helyes érvek vagy bizonyitasok (amelyekben az igazsig hibatlanul atkeriil
a premisszikbol a kovetkezményekbe), masrészt, szigoriian igaz axiomak vagy vég-
sG alapelvek (amelyek azt a célt szolgaljak, hogy az igazsagot sajatos médon be-
fecskendezzék a rendszerbe, s igy az igazsig szigori bizonyitdsokon keresztil
keriilne 4t a matematika egészébe). Az elsd cél elérhetének bizonyult (bizonyos fel-
tevéseket természetesen adottnak véve), mig a masodik nem. .
Frege és Russell olyan rendszereket alkotott, amelyekre a matematika (nem hibat-
lanul) lefordithat6 (l4sd 177—178. o0.). Ezekben a rendszerekben véges szamui, elGre
meghatérozott bizonyitasi szabély van. Igazolhaté az is (itt Iépnek be az el6bb jelzett
feltevések), hogy barmely olyan allitas, amely ezeknek a szabalyoknak a segitségével
bizonyithat6, a rendszer axiémaiinak érvényes kivetkezménye (azaz, ha ezek az
axiomak igazak, akkor a bizonyitott allitas szikségképpen igaz). Ezekben a rend-
szerekben nincsenek feltétleniil ,,rések’® a bizonyitasokban, és véges szamu lépéssel
ellendrizhetd, hogy egy 4llitdssorozat bizonyitis-e vagy nem. (Ha ebben az ellen-
Srzési folyamatban az deriil ki, hogy a formuldk sorozata nem bizonyitas a vizsgalt
rendszerben, ez természetesen még nem jelenti azt, hogy a rendszeren beliil nincs
az utols6 formuldnak j6 bizonyitasa. Vagyis a bizonyitas ellendrzésében érvényesiil
egy olyan aszimmetria, amely a verifikiciénak kedvez a cafolattal szemben.) Ezek
a bizonyitasok semmilyen szigoru felfogas alapjan sem hibasak. (Igaz, lehetséges,
hogy mindazok, akik egy ilyen bizonyitast valaha is ellendriztek, valami érthetetlen
hibat kovettek el, de ez a kétely nem kompoly. Az az informalis (meta)tétel, hogy az
ilyen érvényes bizonyitasok tovabbitjak az igazsagot, hamis is lehet, de nincs ko-
moly okunk ra, hogy ezt higgyiik). Az ilyen rendszerek axiémdi azonban nem trivi-
élis értelemben hibasak. Az a probalkozis, amely ,,magit6l értet6d6™ [,,self-
evident”], ,logikai” igazsigokboll akarta levezetni az egész matematikat, mint

kézismert, kudarcot vallott.
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majd el. De ha igy is van, éppen ez a médszer sziil gy ijabb problémit :
a bizonyitdselemzés q bizonyossdg névelésével csokkenti a tartalmas.
A bizonyit4selemzés minden egyes Uj lemmdja, minden egyes ennek
megfelel§ j feltétel a tételben szlkiti a tétel érvényességi tartomdny4t.
Az egyre névekvg szigoriisig egyre kevesebb poliéderre alkalmaz-
haté. Vajon a lemma-beépités nem ismétli-e meg azt a hibit, amelyet
Béta kovetett el a biztonsagi jatékban? Taldn mi is ,,tiil radik4lisan
vonultunk vissza, sok Euler-féle poliédert is kizirvan a falak koziil 71
Mindkét esetben eléfordulhat, hogy a fiird8vizzel egyiitt a gyereket is
kiontjiik. Sziikségiink volna valami ellensilyra q szigorisdg tartalmat
Sziikits kényszerével szemben. :

Tettiink mar néhdny 1épést ebben az irdnyban. Hadd emlékeztessek
két esetre, és vizsgéljuk meg ezeket tjra!

Az egyik az volt, amikor eldszor akadtunk helyi, de nem globalis
ellenpélddkra.? Gamma megcéfolta elsg bizonyit4selemzésiink harma-
dik lemm4jét (,,amikor a hdromszsgre osztott sikhalébs] héromszgs-
geket tavolitunk el, csak két lehet8ségiink van: vagy egy €lt, vagy két
élt és egy csticsot tavolitunk el”’). A h4lé kdzepébél vigy tavolitott el
egy hdromszoget, hogy egyetlen élt €s csticsot sem vett el vele,

Ekkor két lehetségiink volt.3 Az elsg: a hamis lemm4t beépitjiik a
tételbe. A bizonyoss4g Szempontjibél ez teljesen megfelel§ eljrss lett
volna, de olyan drasztikusan sziikitette volna a tétel érvényességének
korét, hogy csak tetraéderre lehetett volna alkalmazni. Az ellenpéld4k-

tartomdényt, mégpedig gy, hogy a megcéfolt lemm4t €gy meg nem
cafolt lemméval helyettesitettiik. A tételalkotdsnak ez a hatékony
médja azonban hamar feledésbe meriilt, és Lambda sem veszgdsit

1L.:52 0. )

2 Az elsS eset targyalasa a 27—30, oldalon talalhat6. )
3 Ugy latszik, Omega nem vesz figyelembe egy harmadik lehet6séget: Gamma
teljes joggal allithatna, hogy mivel 3 helyi, de nem globalis ellenpéldik nem szegik
meg a hamissag visszaemelése elvét, nincs sziikség semmiféle Iépésre. ,
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azzal, hogy heurisztikus szabdlyként megfogalmazza. Pedig sziikség
vanerre: -

4' abdly : Ha van egy helyi, de nem globdlis ellenpélddd, kiSé: e’:‘: Imee;f:
b;'::nyz’tds.elemzést ugy helyesbitem;, hogy. a megcdfolt lemma _ Y
g dfolt lemmdval. . .
sited eglzsrzlfg u?sl;r:zc ta{'to z6 (helyi, de nem globélis) ellenpéldéék :2::161-
Af zdnakptételﬁnk tartalménak no6velésére, e'n,mely.egi;ébterrlj1 hetyd)
fi%g:n csokken a harmadik tipushoz tartoz6 (globalis, de
ra. . -y
ellenpélééx l;ati:zbdly ismét leleplezi Alfa imént elvetett*”lttzksztx:
anydsicns il g Al e e
. : omban beépitette v s
a"ggznzsalze l:lll‘:fllr(,:;c’l";altlc::lrz csaknem iires tételeket a'lkotott volna.
v . i !
t'Ic‘,AI\.NAR: Hadd halljuk, Omega, az igért méSOd-lk 1pé ldé; igy hangzott:
OMEGA: Béta bizonyitaselemzésében a f{lis‘id}kd:‘:::n glgzbélis ellen-
. 1 héromszﬁg alakﬁ”.’ Ez so ‘ elyl, b &rt “n,
»iidéval chiolhats, pidéul s oskival vagy o et cork a2 el
pe ar Gr, egy olyan lemmadval helyettesitette, amel).'et cze itloval
taglldékun;mgcéfolnak (rminden lap két részre oszlik, ha :gi’zabazyt
.ls')zétvdgfuk”).De ahelyett, hogy segitségiil hlvuf VOI;i"tlé:elc;mzésért”t
ey et Bk inln, bl
\ PR SRT i, hogy a 4. szabaly i
Bizonydra 6n is elismeri, ,

: dosabb”. ) ) o
l];:ﬁ.,ileagzyacf ::n Gamma, és egyben ,,a kivétel-kizarok leg]o:i?timn;lf
méds'zefét”-" is jobban miegértetted velem. (?k egy 6‘:?;218’  dszeres

os” bizonyitdselemzésbdl indulnak ki, majd a 4'usczu1 it fel a 16
glkalmazéséval fokozatosan, minden hamisitds né tl'llzésI:Jk vagy igaz
PP ; hogy az ember hamis
telt. Végiil is alkati kérdés, ! .
eufemizmusok sorozata révén jut el az igazsdghoz.

;deéZdl?c eset targyaldsa a 61—62, oldalon talalhat6.

3L.: 63—65. o.
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OMEGA: Ez j
Mindeddfgz :sg:: lehetisPe a4 .fzabdly kétféleképpen értelmezhetd,
friaiy. k az ’e 0O, gyenggbb értelmezést vettiik figyelemb
;;mm ai);u non:uta.nm €s helyesbitenj 5 bizonyit4st ugy, s
o ?gy némileg mddositort lemm4val cseréljiik fel’ amel j
Z cllenpélda sem c4fo] meg”;1csupdn a bizonyit4s kicsi’t st
vizsgilatira &s €gy ,.jelentéktelen moédositésra” vag sziikség.? Ebbe
. n

az értelmezésben a 4 szabdl, .
I * CS
nyitds keretein befsj/, ¥ csak helyl barkdcsolds az

£ . - ;
N a misik — radik4lis ertelmezéssel értek €gyet: a lemmst

amelyen 4t az egész belsd rész lefényképezhet§”, azt mondom, »C8Y
kvézikonvex poliéder”. =
BETA: A tételed tehdt igy hangzik: Minden olyan kvézikonvex poli-
éder, amelynek lapjai egyszeresen 6sszefiigg6k, Euler-féle.
OMEGA: A révidség kedvéért és e rendkiviili bizonyitas kital4l6ja irénti
tiszteletb6] inkabb igy mondandm: ,,Minden Gergonne-féle poliéder
Euler-féle” 2 ' , ,
GaMMA: De van sok egyszer(i poliéder, amelyik — bir teljesen Euler-
féle — olyan cstnydn horpadt, hogy egyetlen lapjan 4t sem lehet a
bels§ részét lefényképezni. Gergonne bizonyitdsa nem mélyebb Cau-
chyénal, ellenkezéleg, Cauchy bizonyitédsa a mélyebb!
OMEGA: Hit persze! Szerintem a tandr tr ismerte Gergonne bizonyi-
tasit, néhdny helyi, de nem globélis ellenpélda segitségével réjott,
hogy nem kielégits, és ezért az optikai — fényképészeti — lemmét
a gyengébb topolégiai — kinyujtdst alkalmazé — lemmaval helyette-
sitette. fgy a mélyebb, Cauchy-féle bizonyitdshoz nem ,,gondos bizo-
nyitdselemzést” koévet csekély moédositéssal, hanem egy radikalis,

képzeletdus vjitds segitségével jutott el.

1 Gergonne bizonyitasa Lhuilier egyik idézett miivében talalhat6. (S. A. J. Lhuilier:
Mémoire sur la polyédrométrie. Id. kiad. 177—179. 0.) Az eredeti elgondolasban
természetesen nem szerepelhettek fényképészeti eszkozok. Ez igy hangzik: ,,Ve-
gyiink egy olyan poliédert, amelynek egyik lapja 4tlitsz6, &s képzeljiik el, ‘hogy
szemiinkkel olyan szorosan megkdzelitjiik ezt a lapot, hogy valamennyi t6bbi lap

" belsS felillete &szlelhets legyen. ..” Gergonne szerényen megjegyzi, hogy Cauchy

bizonyitisa mélyebb, mivel ,,megvan az az értékes elSnye, hogy egyéltalin nem
feltételezi a konvexitast”., (Az viszont nem jut eszébe Gergonne-nak, hogy megkér-
dezze, mit feltételez.) Késdbb Jacob Steiner lényegében ugyanezt a bizonyitist
fedezte fel Gjra. (J. Steiner: Leichter Beweis eines stereometrischen Satzes von Eu-
ler. In: ,,Journal fiir die Reine und Angewandte Mathematik™, 1826. 364—367. 0.)
- Azutén felhivtik a figyelmét arm, hogy Gergonne- az elsGbbség, mire elolvasta
~ Lhuilier dolgozatat a kivételek felsorolaséval egyiitt, de ez sem tartotta vissza att6l,
hogy bizonyitésat a kdvetkezs ,,tétellel” zicja: ,, Minden poliéder Euler-féle.” Steiner
dolgozata tiizelte fel Hesselt — a németek Lhuilier-jét —, hogy megirja a maga
tanulményat. (J. F. Hessel: Nachtrag zu dem Euler’schen Lehrsatze von Polyedern.

Id. kiad.) '
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bizomyl . . ,
1zonyit4s4t. Viszont ha maga Ismerte, miért nem beszé]t réla?

OMEGA: Azért, me
: » Mert azonnal megc4fo] .
éderekkel, amelyek viszont Euler-?élé (T fam nem Gergonne-fele poli-

GaMMaA: Mi i : ‘
De ort;. ﬁ:t I?zglym é: tke’mhtettem, én is taldltam ilyen polisder eket
s 410 Vi (5] - 1 2 ; ‘
OMEGA ; Szerintem igef. pp Futba dobjuk a bizonyltast?
TANAR: & hinn,
OME‘;‘:_ Ha.’“;“ mf,’ Legendre bizonyitsars1? Azt is sutba dobgg 2
Gergonheliﬁnbiz eni 1zonnyal. Az még kevésbé kielégits: tartalma ;ﬁé
centrlis vetgson] 1o os 5 S2eBEnyeSebb. Legendre gondolatkisérioty
- tartalmazé g5 be c2d8ddtt: a poliédert leképeate egy o poliédert
POBLj&t gy va - EOmD Sugardt I-nek tekintette. A vetités kézép-
8 valasztotta meg, hogy a gémbi sokszbgek héléja egysze-

'fzt?é:xel vp'ol::gerfsetében 1étezik ‘olyan pont, amelyb(ﬂ €Z a centrélis

e c;gé nﬂetic;, e;;; osztily pedig még a , . kvazikonvex” poliéde-
Euler-fsztéléle”. o ebb. De a , Minden Legendre-féje Dpoliéd

tel' nemcsak egészen mds, mint Cauchyé, hanem mfr

s c8

definidlja a poliédereket mj
. mint olyan testeket, amelyekn, s )

i" 1(24111-0} 3;] 0.). Ezt kisvetSen dltaldnosan bizo, nyitja, ho;;( ca_f:!.;].l;..t.e zmkszdgekb&
54 On azonban van egy aprébetds kivétel-kizirg jegyzg: a(mu:iyzz& (?')t'

rosszabb is. Ez a tétel ,,...sajndlatosan hiinyos”.! ,,... hisbavalé
er8lkodés, olyan feltételeket fr el3, amelyektSl az Euler-tétel egval-
talan nem fiigg. Sutba kell dobni, és 4ltaldnosabb elveket kell keresni.”?
BETA: Igaza van Omegénak. ,,A konvexitds bizonyos mértékig vélet-
lenszerti az euleri jelleg szempontjdb6l. Egy konvex poliéder horpasz-
tassal vagy egy-két csics benyomésdval nem konvex poliéderré alakit-
haté, de a jellemz8 sz4dmadatai nem véltoznak. Az Euler 4ltal megélla-
pitott dsszefiiggés valami sokkal alapvet8bb dologra vonatkozik, mint
.a konvexités.”3 Es erre sohasem fogtok r4jonni ,,majdnem” és ,,kvazi”
sallangjaitok segitségével. ’ '
OMEGA : Azt hittem, a tan4r Gr ezt érte tetten a Cauchy-féle bizonyit4s
topoldgiai elveiben, amelyben Legendre bizonyitisdnak valamennyi
lemma4jit teljesen Gj lemmék helyettesitik. De azutdn rdbukkantam
egy olyan poliéderre, amely még ezt a mind ez ideig bizonyosan leg-
mélyebb bizonyit4st is megcafolta. : ,
TANAR: Hadd halljuk, mi volt az! :
OMEGA : Mindny4jan emlékeztek Gamma ,,tengerisiinjére” (7. 4bra). Ez
persze nem volt Euler-féle. De az nem igaz, hogy egyetlen csillag-
poliéder sem Euler-féle! Vegyiik péld4ul a ,,nagy, csillag alakt dode-
kaédert” (15. 4bra)! A ,.kis, csillag alaki dodekaéderhez” hasonléan

s
I

kivetitett lapok nem fedik 4t egymist. Ez érvényes a beugr6 szigletekkel rendelkezd
poliéderek végtelen sokasagara. Tulajdonképpen Legendre bizonyitasa minden vél-
toztatés nélkiil alkalmazhat6 valamennyi ilyen poliéderre.” (L. Poinsot: Mémoire
sur les polygones et les polyédres. Id. kiad. 46. o.)

1 Jonquiéres — ismét Poinsot egyik érvét (L. Poinsot: Note sur la théorie des
polyédres. Id. kiad.) kioll6zva — tovabblép: ,,Amikor Legendre-t & hasonlé nagy-
séigokat idéznek, csupin azt a széles kirben elterjedt elSitéletet taplaljak, hogy az
Euler-tétel érvényességi tartoménya csak a konvex poliéderekbdl all. Ez az elitélet
még a legnagyobb elméket is foglyul ejtette.” (E. de Jonguiéres: Note sur un point
fondamental de la théorie des polyédres. Id. kiad. 111. 0.) .

2 L. Poinsot: Note sur la théorie des polyédres. Id. kiad. 70. o.

3 D. M. Y. Sommerville: An Introduction to the Geometry of N Dimensions.

London 1958. 143—144. o.
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ez’is Otszégekbsl all, csak mi4s el
csucsa van, teh4t c—é+4]/=21
g::éﬁ : ;& mlll;izonyl’tésunkat tehdt elveti?

- Igen. A kielégits bizonyitdsnak i i
éder” euleri Jellegét is meg kell magyaréi;x}?gy’ cetlag alakd i

-nagy, csillag alaky dodekaéde;

rendezésben, 12 lapja, 30 ¢le ¢&s 20

RH’(?: Miért nem t6r8dsz bele, hogy ,
ggLTiI{llgms]z Ogekbél all? Nehézségeid képzeletbelick

ndban ;ne?keedegietének, ?Sakhogy més okbol képzeletbeliek. Mosta-
att6] tartok lényegr:s a cs}:l:lagpshédereket: egyszertien elragad6k De
: Ny en kilonbdznek a kozsnse ié :
ezért valésziniileg el sem képzelhéts olyan biz:; bty ederekigl, s

Otlettel magyarizn4 péld4ul a kocka és 3 »nagy, csillag alaky dodek
> a-

(L. Pob:'i?}\n{dund.i' Id. kiad. 53, 0.), majd t8le fiigget
¢ Mémoire sur les polygones et les polyddres, Id, kia, d)

yitds, amely egyetlen -

képzelhet§ olyan bizonyitds, amely egyetlen Stlettel magyardzni a
konkév és a konvex poliéderek euleri jellegét? Hadd idézzek Galilei

Dialdgusaibél:

»SAGREDO: Amint ltod tehit, minden bolygé és hold — nevezziik mindet

»bolygénak« — elliptikus palyan mozog. ;

SaLviaTt: Att6l tartok, vannak parabolikus pdlydn mozgé bolygék is.
Nézd ezt a kdvet! Elhajitom: egy parabola mentén mozog.

SmMpLICIO: De ez a k6 nem bolygd! Ez két teljesen eltérd jelenség!
SaLviati: Dehogynem bolygd, csak kevésbé hatalmas kéz hajitotta el, mint

amelyik a Holdat pdlydjira bocsitotta. :
SmvpLIcio: Badarsdg! Hogy merészelsz egy kalap ald venni égi és foldi
jelenségeket ? Az egyiknek semmi koze a mdsikhoz! Természetesen mindkét
jelenség megmagyardzhat6 bizonyitisokkal, de biztos vagyok benne, hogy a
két magyarizat teljes egészében kiilonb6z6 lesz! Nem tudok elképzelni olyan
bizonyitdst, amely egyetlen &tlettel magyardzna egy égi bolygé &s egy foldi

16vedék palysjat!
SaLviati: Te nem tudod elképzelni, de én meg tudom konstrudlni...”

TANAR: A bolyg6ktél és 16vedékekt6l eltekintve, sikeriilt-e olyan bi-
zonyitést taldlnia, Omega, amely mind a kézonséges Euler-féle poli-
édereket, mind az Euler-féle csillagpoliédereket magdban foglalja?

OMEGA: Még nem. De sikeriilni fog!
LAamBDA: Mondjuk, sikeriil. Mi bajod Cauchy bizonyitisval? Ma-

gyardzd meg, miért veted el egyik bizonyitdst a mésik utén!

b) Térekvés végleges bizonyitdsokra és ezeknek megfelel§ elégséges
és sziikséges feltételekre

OMEGA: Te azért birfltad a bizonyitdselemzéseket, mert a harmadik
tipushoz tartozé ellenpéldik? lehetetlenné tették a hamissdg vissza-
emelését. En most azért birdlom 8ket, mert a mdsodik tipushoz tartozé

1V8.: 102. 0. 1. §i.

. 2 Globalis, de nem helyi ellenpéldak.
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ellenpéld4k? lehetetlenné teszik a hamiss4
az, az igazsdg visszaemelésér). Egy bizo
tartoményéra kell magyarizatot adnia.

N nemcsak bizonyossdgo

nek bizonyosnak kell lennie — tartomédnyén beliil nem lehetnek ellen-
Példék —, de egyben véglegesn

_ ek is: tartomanyén kiviil sem lehetnek
ellenpéldék. A példak és ellen

példdk kéz6tt akarom meghiizni a v4-
lasztévonalat, s nem csupén néhény példa biztos tartomény4t teszem
azegyik oldalra, a masikra m

eg a példék és ellenpéldak vegyes zsik-
jat. ,

LAMBDA : Vagyis azt akarod, hogy
hanem sziikségesek is legyenek!
Kappa: A vita kedvéért akkor k

tokéletes tételt taldlnod: swMinden tokéletes poliéder Euler-féle.”
Tisztédban vagy azzal, hogy ez a tétel csak akkor lesz ,,végleges”, ha a
forditottja — ,, Minden Euler-féle poliéder tokéletes” — bizonyos ?
OMEGA : Természetesen. :
KAPPA: Azaz, ha a bizonyossig elvész a rossz végtelenben, elvész a
véglegesség is? Egyre mélyebb bizonyit4said mindegyikének érvényes-
ségi kérén kiviil taldlsz legaldbb egy Euler-féle poliédert.
OMEGA: Természetesen tudom, hogy nem vagyok képes a véglegesség
problémajinak megold4sdra a bizonyoss4g problémdjinak megold4sa
nélkiil. Biztos vagyok benne, hogy mindkett8t meg fogjuk oldani.

Mind az els8, mind a harmadik tipushoz tartozé ellenpéld4k végtelen
dradatit megéllitjuk.

TANAR: Nagyon fontos a tartalom névelésének lehet8ségeire irdnyuld
kutat4sa. De az elégségességre vonatkozé mésodik kritérium4t — a
véglegességet — miért ne tekintsiik egyszertien kellemes, de nem kote-
lez§ jutalomnak? Miért vessiink el érdekes bizonyitdsokat azért,
mert nem tartalmazzik az elégséges és sziikséges feltételeket egyar4nt ?
Miért tekintsiik ezeket megcéfoltaknak ? ‘

g déemelését (vagy ami ugyan-

a tétel feltételei ne csak elégségesek,

1 Globlis és egyben belyi ellenpéldk.
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e

épzeljiik el, hogy sikeriilt egy ilyen

nyitdsnak az euleri jelleg egész B

!, hanem véglegességet is keresek. A tétel- -

M . .. 1 .
(I?MEG;,; 'I\g)ésrl.logy is van, arr6l mindenesetre meggy6zott Omega, hogy
AMBDA s

egyetlen bizonyit4s val6szinfileg nemelég eg"y naivsejtés l;n:zlzlzsélllfz:sk
o {6dszeriinkbe be kellene venniink Om’ega . pobdlyinak
bité'Séh?z. éhld tat, és ezutdn a ,,bizonyitdsok és cdfolatok™ m ; e M
e e to:jezn,iink a ,,bizonyitds és cdfolatok” f:lnevezés h(? tZ:ok
1;215 -klggf:::nta:t, hogy kozbevigok, de épp most fordxtot;a: :teéswméd‘
ered:inényét kvéazitopologiai kifejezésekre: A lemma-becp

] tomd-
szere a folytonosan helyesbitett tételek egymdsba illeszkeds tar

Gkiilé ezte; ezek a tartomdnyok — a glo-
nya'inak Szu};slé(;csi‘s)rrxfézt?{télt6eg§$§2:aitél arejtett lemmak felbukkané::t
i kisebbre zsugorodtak, és egy hatdrértékhez k’onv'erg -
ok no egi)illrc’aezt a hatarértéket ,,a bizonyitdselemzés tartomanyanar!: .
o n:VCZZ baly gyengébbik véltozatit alkalmazzuk, akk'or eza tétzér:- ;
i s’z"xthe{c’f a helyi ellenpéldék &llandé kér’lys’zenté' ha " o:
s bbv:‘iviilé' sorozatnak szintén lesz egy hatérer‘teke;'ezt »a hxz
En'nek - mdnydnak” nevezem. A vita azutan beblzoriyltot.ta, : c;gz
"}’fl‘dé‘ ’a’;:’ tértﬁrtomény is lehet tulsdgosan szfik (még iires is). a:n "
me’g > ab'a nyitasokat kell konstrudlnunk, amelyeknek a tall)rtol o
mel{’ebb ;12”0 ):'Lzatot képeznek majd. E sorozatok egyre f:ol-a o 3i(té

nyt?;lllzsé';ﬁ(;rs?éle poliédert tartalmaznak, amelyek a korabbi bizonyita-
re - ‘

' 3 ly csak a
i heurisztikdjaban taldljuk meg, amely

&kor hires papposzi heurisztikaj - clégséges felté-

iy atolsty” igazsagok felledeatsére, azaz a mms?:: problémajéval”

”vlif:tg?gyaré’ rént tartalmazb tételekre vonatkozott. A ”b;’:“y bilya: ,Ha van egy

;ea latban a kbvetkez5 volt ennek a heurisztikénak a tkse?tet&sre. j’utsz, amirdl

p::d, vonj le beldle kovetkeztetéseket! Ha olyan k“;‘ \vetkertetése JUISZ,

selt is, akkor hamis volt a sejtés is. Ha olyan ités levezethetd

tudo d5' hzgydh;f:;;rw akkor forditsd meg a sorrendet."ﬁﬂ hﬂ a;elL Hooth: The

bbsl l: i;{ kovetkezménybl, akkor a scjtés igaz voml 3;v g'i Ext a hagyomanyt

e’l‘hirteen Books of Euclid’s Elements. L k. Id. k.l'ﬂd. 1387 : .g elegséges feltéte-

ind a ,,causa aequat effectu” elve, mind a szuksémﬂ Eodiovh 82 8

kdvette min ”tétebk sse. Csak a XVIL szizadban v tas‘;,mEkkorm pf

l:ék:; t:?::, a bizonyossig kutatisa megel6zi a véglegaségolf;‘a‘ - ikat akarta
kudarcot vallott minden olyan térekvés, amely a papp

alkalmazni a modern tudomanyban,
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sokra helyi ellenpéldat jelentettek. Ezek a tartomanyok, amelyek ma-
guk is hatdrdtmenettel keletkeznek, a vizsgilat tulajdonképpeni cél-
jat alkot6 tartomdnyhoz, a ,naiv sejtés tartomdnyshoz” kettBs
hatdratmenettel konvergilnak.

Ennek a heurisztikai térnek a topoldgidja matematikai filoz6fiai

probléma: végtelenek lesznek-e a sorozatok, konvergédlnak-e egyélta-
14n, azaz van-e hatdrértékiik, lehet-e, hogy ez a hatdrérték iires halmaz?
EpsziLON: Taldltam egy olyan bizonyitdst, amely mélyebb, mint Cau-
chyé, és Omega ,,nagy, csillag alaki dodekaéderének” euleri jellegét
is megmagyarazza! (Egy céduldt csisztat a tandr kezébe.)
OMEGA: A végs3 bizonyitds! Feltirul az Euler-szeriiség igazi lényege!
TANAR: Sajndlom, de kifutunk az id6b6l. Epszilon igen ravasz bizo-
nyitdsdra majd egy mdsik alkalommal keritiink sort.* Minddssze
annyit l4tok most, hogy Omega értelmezése szerint ez a bizonyitds
sem lesz végleges. Tessék, Béta! :

©) Kiilénb3z5 bizonyitdsok kiilsnbdz5 tételeket eredményeznek

BETaA: A legérdekesebb, amit ebbdl a vit4bél tanultam, az, hogy ugyan-
annak a naiv sejtésnek a kiilonbdz8 bizonyitdsai egészen kiilonbozs
tételekre vezetnek. Az egyetlen Descartes—Euler-sejtést minden egyes
bizonyitds mds tétellé helyesbiti. Eredeti bizonyitisunk terméke:
wMinden Cauchy-féle poliéder Euler-féle”. Mostanra mar két egészen
més tételt is megismertiink: ,,Minden Gergonne-féle poliéder Euler-
féle”, valamint: ,,Minden Legendre-féle poliéder Euler-féle”. Egy kozds
3st6l szirmazé harom bizonyitas, hirom tétel.! Megtéveszts tehdt az a
szokésos kifejezés, hogy ,,az Euler-tétel kiilonbozg bizonyitdsai”, mivel

. A szerkeszibk megjegyzése: Epszilon ddulﬂjénak tartalma e konyv mésodik
fejezetében tarul fel.

1 Az Euler-sejtésnek sok mas bizonyitisa is van. Euler, Jordan és Pomm.té bizo-
nyitasainak részletes heurisztikai elemzését lasd: 1. Lakatos: Essays inf the Logic of
Mathematical Discovery. Kézirat (doktori disszertici6). Cambridge 1961.
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elfedi a bizonyitdsoknak a tételalkotdsban jatszott alapvetd szerepét.!

1 Poinsot, Lhuilier, Cauchy, Steiner és Crelle egyarint azt gondoltik, hogy a
kiilénbdz6 bizonyitésok ugyanazt a tételt, az ,, Euler-tételt’ bizonyitjak. Egy altala-
nosan hasznilt kézikonyvbol idéziink egy jellemz6 mondatot: ,,A tétel EulertSl, az
elsG bizonyitds Legendre-i5l, a masodik Cauchyt6! szirmazik.” (4. L. Crelle:
Lehrbuch der Elemente der Geometrie. Id. kiad. 2. k. 671. 0.)

Poinsot nagyon kozel keriilt ahhoz, hogy észrevegye a kiildnbséget, amikor rajott,
hogy Legendre bizonyitdsa nemcsak kézonséges konvex poliéderekre vonatkozik.
(L.: 96. o. 1. 1j.) Amikor azutin Legendre bizonyftasat 8sszehasonlitotta Eule-
réval (azzal, amely a poliéderek gila alaki sarkainak levigésan alapul, és amely
végiil az Euler-karakterisztika megvaltoztatisa nélkiil egy tetraéderhez jut el),
Legendre bizonyitisit részesitette eldnyben ,.egyszerfisége’ miatt. (L. Poinsot:
Note sur la théorie des polyédres. Id. kiad.) Az,,egyszer(iség” itt a szigortisig XVIII.
szézadi fogalma helyett 4ll, a gondolatkisériet vilagos kifejtését jelenti. Nem jutott
eszébe, hogy a két bizonyitast a tartalom szempontjab6l hasonlitsa dssze: Ggy Euler
bizonyftisa bizonyult volna magasabb rendiinek. (Tulajdonképpen nincs semmi baj
Euler bizonyitdsival. Legendre a szigortisdg korabeli, szubjektiv kdvetelményét
alkalmazta, és figyelmen kiviil hagyta a tartalom objektiv kdvetelményét.)
Lhuilier — e részlet burkolt birdlatiban (nem emliti Poinsot-t) — ramutat, hogy
Legendre egyszer(isége csak ,,latszblagos”, mert komoly gémbhiromszdgtani
ismereteket feltételez. (S. A. J. Lhuilier: Mémoire sur la polyédrométrie, Id. kiad.
171. 0.) De Lhuilier is azt hiszi, hogy Legendre ,,ugyanazt a tételt bizonyitotta be",
mint Euler. (Uo. 170. 0.)

Jacob Steiner egyetért Lhuilier-vel Legendre bizonyitaséanak értékel&ébm és abban
a feltevésben, hogy minden bizonyitis ugyanazt a tételt bizonyitja. (J. Steiner:
Leichter Beweis eines stereometrischen Satzes von Euler. Id. kiad.) Az az egyetlen
kiilénbség, hogy mig Steiner szerifit valamennyi kiilénboz5 bizonyitas azt bizonyit-
ja, hogy ,,minden poliéder Euler-féle”, Lhuilier szerint valamennyi kiildnbdz6 bi-
mnyités azt bizonyitja, hogy ,,minden onan poliéder, amelyben nincs alagit és ﬁreg,
8 amelynek nincs gydrd alaki lapja, Euler-féle’.

sRecherches sur les polyédres” cimi munkéjit hiiszas éveinek elején irta Cauchy,
évekkel a szigortisag 4ltala elindftott forradalma el6tt. Ezért nem vehet® rossz né-
ven, hogy értekezése misodik részének bevezetésében megismétli Euler és Legendre
bizonyitasinak Poinsot-féle sszevetését. Kortérsai tdbbségéhez hasonl6an & sem
ragadta meg a kiildnbdz8 blmnyitésok mélyén rejl5 kiilénbséget, igy bizonyitasa
val6di siilyat sem tudta felmérni. Azt hitte, csupén ijabb bizonyitdsdt adta ugyan-
annak a tételnek, de sietett hangsilyozni, hogy az Euler-formul4nak bizonyos poli-
éderhalmazokra vonatkozb, megiehetSsen trividlis Altalanositdsdhoz jutott el.
Gergonne volt az els6, aki felismerte Cauchy bizonyitdsinak paratlan mélységét.

(In: S. A. J. Lhuilier: Mémoire sur la poly¢drométrie. Id. kiad, 179. 0.)
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P1: A kiilénbéz8 bizonyitdsok kdzott sokkal mélyebb a kiilonbség.
Csak a naiv sejtés sz6l a poliéderekr6l. A tételek a Cauchy-féle, Ger-
gonne-féle, Legendre-féle testekrdl szélnak, de mar nem poliéderekr8l.
BETA: Szellemeskedsz ?

Pr: Egyéltalin nem, mindjirt megmagyardzom, mire gondolok.
De szeretném szélesebb kontextusba helyezni a kérdést: 4ltaldban a
fogalomalkotdsrdl akarok beszélni.

Dz£tA: El8szor inkdbb a fartalom problémajat kellene megwtatnunk
Omega 4. szabdlyat — még radiklis értelmezésében is — nagyon gyen-
gének taldltam !

TANAR: J61 van. Akkor el8szor hallgassuk meg Dzéta felfogisat a
tartalom problémdjir6l, majd a fogalomalkotds tirgyaldsdval fejez-
ziik be a vitt! -

7. Visszatérés a tartalom problémdjara

a) A naiv sejtés naivitisa

DzETA: Olﬂegéhoz hasonl6an én sem helyeslem a tonsziiiﬁtt—kizérék, .

a kivétel-kiz4rék és a lemma-beépit6k mobdszerét, akik mindnydjan a
tartalom rovéséra iparkodtak eljutni valamilyen igazsdghoz. De Ome-
ga 4. szabdlya?, amely ugyanannak a naiv sejtésnek mélyebb bizonyi-
tasit koveteli meg, nem elég. Miért engedjiik, hogy az els§ fel5tl6
naiv sejtés korldtozza a tartalomra irdnyulé kutatdsainkat? Miért
legyen vizsgél6ddsunk célja ,,a naiv sejtés tartoménya”?

OMEGA Nem tudlak kévetni. Ugye, az volt a feladatunk hogy feltar-
juk c—é+1=2 igazsiginak tartoményit?

DzETA: Nem az volt! A probléma az volt, hogy barmely 1étez8 poli-
éderre érvényesen megtaldljuk c, é és I Osszefiiggését. Mer§ véletlen,
hogy el8szér olyan poliéderekkel ismerkedtiink meg, amelyek eseté-

1L.:93. 0.
2L.:93. 0.
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ben ¢ —é+1=2.De ezeknek az ,,Euler-féle” poliédereknek a kritikus
vizsgélata azt mutatta, hogy sokkal t5bb nem Euler-féle poliéder van,
mint Euler-féle. Miért nem keressiik ¢ —é+/= —6,c—é+1=28 vagy
c¢—é+1=0 tartomdny4t? Ezek nem ugyanolyan érdekesek ?

SzIGMA: Igazad van. Csak azért forditottunk olyan sok figyelmet a
c—é+1=2 Osszefiiggésre, mert eredetileg azt hittiik, igaz. Most
mér tudjuk, hogy nem, s egy uj, mélyebb naiv sejtést kell taldinunk. . .
DzEtA: ... ami kevésbé naiv lesz. .

SZIGMA: ... ami megadja a bdnnely poheder csucsai, élei és lapJal
kozott érvenyes Osszefiiggést.

OMEGA: Mire val6 ez a sietség? Oldjuk meg el8szdr azt a szerényebb
feladatot, amelyhez hozzéfogtunk : magyardzzuk meg, miért Euler-féle s

-néhény poliéder! Mostandig csak részleges magyarizatokra jutottunk.

Egyik eddigi bizonyit4s sem magyardzza meg péld4ul azt, hogy miért
Euler-féle az a képkeret, amelynek az els§ és a hits6 lapja is gyun'i
alaki (16. 4bra), 16 csticsa, 24 éle és 10 lapja van.

]
@ i PP asieiiivey
| (1N
' |
| ] J
'
’,L ...... -
16. abra

THETA: Ez biztos nem Cauchy-féle poliéder: van benne alagit, vannak

gylird alaki lapJal
Bfta: Es mégis Euler-féle' Milyen ésszerfitlen! Egy poliéder egyetlen

'blin miatt — alagiit van benne, de nincs gyfirfi alakii lapja (9. 4bra) —
. kifizetik a ny4jbél, mig egy mdsik, kétszeresen vétkes — léven gyur(i

alakii lapjai is (16. 4bra) —, bebocsatéast nyer 7t

1Ezt a problémét Lhuilier (S. 4. J. Lhuilier: Mémoire sur la polyédrométrie.
Id. kiad. 189. 0.), majd tSle fiiggetleniil Hessel vette észre (J. F. Hessel: Nachtrag
zu dem Euler’schen Lehrsatze von Polyedern. Id. kiad.). Hessel dolgozatiban a
két képkeret 4bréja egymas mellett szerepel. Vo.: 121. o. 1. 1j. »
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OMEeGA: Litod, Dzéta, elég bajunk van még az Euler-féle poliéderek-
kel is. Oldjuk meg ezeket, miel§tt 4ttérnénk egy 4ltalinosabb problé-

mira!

DzETA: Nem, Omega. ,,Gyakran megﬁgyelhetjuk hogy az 1j, igé-

nyesebb feladat konnyebben tdrgyalhatd, mint az eredeti. El8fordul,

hogy t5bb kérdésre konnyebb vélaszolni, mint egyre.”! S3t, be fogom

bizonyitani, hogy a te sziik, esetleges probléméddat csak a nagyobb,

lényeges probléma megold4s4val lehet megoldani.

OMEGA: De én az Euler-szerfiség titkit akarom megtallni!

DzETA: Megértem az ellenilldsodat. Beleszerettél abba a feladatba, -

hogy megtaldld, hol hizta meg Isten az Euler-féle és nem Euler-féle
poliédereket elvalaszté hatért. De nincs semmi okunk azt hinni, hogy
Istennek a vildgegyetemre vonatkoz6 tervezetében el8fordult az ,,Eu-
ler-féle” terminus. Mi van akkor, ha az Euler-szerfiség csupan eset-
leges sajatossiga egyes poliédereknek? Ebben az esetben érdektelen,
sdt, lehetetlen megtaldlni az Euler-féle és nem Euler-féle poliéderek
kozotti rendszertelen demarkéci6s vonal cikcakkjait. Ennek elismerése
viszont makulitlanul hagyn4 a racionalizmust, mivel az Euler-szer{i-
ség nem tartozna a viligegyetem racion4lis tervéhez. Felejtsuk hit el!
A kritikai racionalizmus egyik legf8bb jellemzG8je, hogy a megold4s
sorin az ember mindig kész megvilni az eredeti problémétél és fel-
cserélni azt egy mésikkal.

b) Az indukcié mint a bizonyitdsok és cifolatok médszerének alapja

SZIGMA: Igaza van Dzét4nak. Micsoda katasztréfa!

Dzeta: Katasztréfa ?

SzIGMA: Igen. Most azt akarod, hogy a c, é és / kézotti Osszefiiggésre
taldljunk egy bdrmely poliéderre igaz 1ij ,,naiv sejtést”, ugye? Lehetet-
- len! Nézd az ellenpélddk hatalmas tomegét. Ureges poliéderek, poli-
ederek gylrii alakii lapokkal, alagutakkal, az éleknél és csticsoknél

1 Pélya ezt az ,,igényesség paradoxoninak’ nevezi. (Pélya Gy.: A gondolkodas
iskoléja. Id. kiad. 70. 0.) }
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illeszkedS poliéderek... c¢—é+-1 birmilyen értéket felvehet! Aligha
vagy képes felismerni valamilyen rendet ebben a kdoszban! Elhagytuk.
az Euler-féle poliéderek szildrd talajit egy posvényért! Visszavonha-
tatlanul elveszitettiink egy naiv sejtést, és reményiink sincs arra, hogy
Ujat taldljunk!

DzftA: De...

BETA: Miért ne? Emlékezz vissza, milyen reménytelennek tind kdosz
uralkodott még azon a tdbldzaton is, amelyen a legk6zonségesebb
konvex poliéderek csticsainak, éleinek és lapjainak szdmat tiintettiik
fel!* Olyan sokszor vallottunk kudarcot, amikor képletbe akartuk
foglalni sszefiiggéseiket.! De azutdn hirtelen megvildgosodott elGt-

tiink a valédi szabilyszeriiség, a rendez_()’elv: c—é+l=2.

Poliéder l c é

I. kocka 8 8 12 -
II. hdromszdg alapu hasib 5 6 9
II1. 6tsz6g alapu hassb 7 10 15
IV. négyzet alapi gila 5 5 8
V. hiromszg alapi giila 4 4 6
VI. 6tszég alapu gila 6 6 10
VII. oktaéder 8 6 12
VIII. ,,bastya” 9 9 16
IX. ,,csonka kocka” 7 10 15

Karpa: (feIre) »Valédi szabilyszertiség”? Furcsa kifejezés egy tel-
jesen hamis 4llft4sra.

BETA: MindGssze annyit kell most tenniink, hogy t4blézatunkat ki-
egészitjiik a nem Euler-féle poliéderek adataival, és j formulat ke-

* 4 szerkesztSk megjegyzése : A thblazatot még azel6tt vitattdk meg, hogy beléptiink
az osztalyba.

1L.: 113. 0. 3. lj. A thblazatot Pély4tol vettiik 4t. (G. Pélya: Mathematics and
Plausible Reasoning. Id. kiad. L. k. 36. 0.)
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resiink. Tiirelmes, szorgalmas megfigyeléssel és némi szerencsével rd
fogunk akadni a helyes formul4ra, amit azutin — a blzonyltésok és
cifolatok médszerét alkalmazva — ismét helyesbithetiink !

Dzfra: Tiirelmes, szorgalmas megfigyelés? Egyik képletet probélgat-
juk a mésik utdn? Taldn majd szerkesztesz egy taldlgatégépet, amely
véletlenszerii formuldkat termel, és Osszeveti 8ket a tébldzattal?
fgy képzeled el a tudomény fejl6dését?

BETA: Nem értem, miért vagy olyan gunyoros. Bizonyéra te is egyet-
értesz azzal, hogy els6 ismereteink, naiv sejtéseink csak szorgalmas
megfigyelésbdl és hirtelen felismerésbél eredhetnek, még ha a ,,bizo-
nyitdsok és cdfolatok™ kritikai médszere rogton fel is véltja ezt
mihelyt taldlunk egy naiv sejtést? Minden deduktiv médszernek in-
duktiv alaprél kell kiindulnia!

SzigMA: A te induktiv médszered soha nem vezet eredményre. Csak
azért akadtunk rd-a c—é+ /=2 Osszefiiggésre, mert torténetesen az
eredeti tdbldzatban nem volt képkeret vagy tengerisiin. Most, hogy ez
a torténelmi véletlen. .

KAPPA (félre): . avagy Isten kegyes utmutatésa. .

SZIGMA: ... a multe, sohasem leszel képes rendet ,,mdukélm” a ka- -

- oszbol. Hosszas megfigyeléssel és szerencsés felismeréssel kezdtiik
— és kudarcot vallottunk. Most azt javasolod, hogy még hosszadal-
masabb megfigyeléssel. és még szerencsésebb felismeréssel kezdjiik
djra. Még ha el is jutnidnk egy Gjabb naiv sejtéshez — amit kétlek —,
ugyanilyen ziirzavarban végeznénk.

BETA: Taldn végleg hagyjuk abba a kutatast? El kell kezdeniink is-
mét: el8szér egy Gj naiv sejtéssel, majd tjra eleget téve a ,,bizonyitdsok
és céfolatok” mébdszerének. )
DzEta: Nem, Béta. En Szigmival értek egyet, ezért nem Uj naiv
sejtéssel kezdem djra.

BEtA: Akkor mivel akarod kezdeni, ha nem egy naiv sejtésként meg-
fogalmazott, induktiv, alacsony szint{i éltalénosxtéssal? Vagy van

' més médszered a kezdethez?

108

¢) Deduktiv taldlgatds és naiv taldlgatds

DZéTA: Kezdet? Miért kellene elkezdenem? Nem iires az agyam,
amikor felfedezek (vagy kitaldlok) egy problémit.

TANAR: Ne koétekedjen Bétdvall A probléma adott: ,Van-e 'olyan
osszefiiggés a poliéderek csicsainak (c), éleinek (é) és lapjainak (1)
szdma kozott, amely a sokszdgek csicsainak és éleinek szdma kézti
trividlis dsszefiiggéssel, vagyis ,,c=é"-vel arnalog?”1 Maga hogy litna
hozz4?

DzETA: ElBszor is, nem kapok 4llami tdmogatist a pohéderek kiter-
jedt kutatisdhoz, nem rendelkezek kutatdi segédersk tomegével a
poliéderek cstcsainak, éleinek, lapjainak megszdmlilisdhoz és az
adatok tdblizatba foglaldsdhoz. De ha rendelkeznék is ezekkel az
eszkbzkkel, nem lenne tiirelmem (vagy érdekl8désem) egyik képletet a
mdsik utdn kiprébalni, hogy ellendrizzem, megfelel-e.

BETA: Hét akkor mit csinalsz? Leheveredsz a nyoszolyédra, lehunyod
a szemed, és elfelejted az adatokat?

DzErA: Pontosan. A kezdethez szuksegem van egy gondolatra, de
nincs sziikségem semmiféle adatra.

BEta: Es honnan merited a gondolatot?

DzETA: Mér a fejiinkben van, amikor megfogalmazzuk a problémét,
val6jdban éppen a probléma megfogalmazis4ban rejlik.

Bfta: Miféle gondolat?

Dz£tA: Hogy sokszdgnél c=é.

BetA: Es akkor mi van?

DzEtA: Egy probléma sohasem a semmibd] keletkezik, mindig kap-
csolédik korébbl ismereteinkhez. Tudjuk, hogy sokszogek esetében
¢=4é. Mérmost a soksz6g egyetlen sokszogbdl all6 sokszégrendszer.

A poliéder egynél tobb sokszogbdl 4116 sokszdgrendszer. De poliéde-
rek esetében c<é. Az egy sokszdgbdl 4llé rendszerekrdl a tobb sok-
sz6gbdl 4116 rendszerekre valé 4tmenet mely pontjin szakadt meg a
¢=¢ Osszefiiggés ? Az adatgy(ijtés helyett azt nyomozom, hogyan nétt

1L.:21.0.
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ki a probléma koribbi 1smerete1nkb61 vagy melyik sejtés cifolata
sziilte a problémat.

SziGMA: Helyes. Fogadjuk el a Javaslatodat! Béarmely sokszég eseté-
ben é—c=0 (17(a) 4bra). Mi torténik, ha ehhez a soksz6ghéz (nem sziik-
ségképpen ugyanabban a sikban) egy mdsik sokszoget illesztek? A
hozziadott sokszbgnek n, éle (oldala) és n, csticsa van. Ha ezt a sok-
szdget egy n; é1bSl (oldalbél) és n; + 1 csticsbél 4116 lanc mentén hozza-

() ' %) (e)
17. 4bra

illesztjiik az eredeti sokszoghoz, az élek (oldalak) szimét n, —ny-gyel, a

csticsokét n, — (n; + 1)-gyel noveljiik, azaz az 1j, két sokszdgbdl 4llo6

rendszerben nagyobb lesz az élek (oldalak) szdma a csticsokéndl:

- é—c=1(17(b) 4bra). Szokatlan, de teljesen szabélyosillesztést mutat be

- a 17(c) 4bra. Egy-egy tj lap ,,hozz4illesztésével” az élek (oldalak) sz4-
ménak tilsilya mindig 1-gyel n8 a rendszerben, vagy mésképp
kifejezve: egy igy alkotott I sokszdgb6l 4116 rendszerben é—c=1I—1.
DzEtA: Vagy c—é+1=1. '

"LAMBDA: De ez a legt6bb poligon4lis rendszerre hamis. Vegyunk egy
kockait. .
SzZIGMA: Vlszont az én konstrukciém csak ,,nyitott” poligon4lis rend-

. szerekre vezethet; ezeket élekbdl (oldalakbél) 4116 keriilet hat4rolja.
Gondolatkisérletemet konnyen kiterjeszthetem ,,z4rt” poligonalis
rendszerekre is, amelyeknek nem ilyen a hatdra. Az ilyen lezérés el-
végezhet$, ha egy nyitott urna alaki poligon4lis rendszert egy sokszo-
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gli ,,fed6vel” fediink le: egy ilyen fedd sokszog hozz{ullmtese l-gyel
noveli /-et, mégpedig ¢ vagy ¢ valtozisa nélkiil. .
DzEtA: Vagyls egy ily m6don megkonstru4lt zért pohgonéhs rendszer

. — vagy zart poliéder — esetében ¢ —é+/=2. Most anélkiil kaptuk

ezt a sejtést, hogy akér egyetlen poliéder csticsainak, éleinek és lap-
jainak a szdm4t ,,megfigyeltiik” volna!

LamepA: Es most a bizonyitisok és c4folatok médszerét »induktiv
kiindul6pont” nélkiil alkalmazhatod.

DzETtA: Azzal a kiilonbséggel, hogy nem kell bizonyitast kigondolni,
hiszen mir megvan a bizonyitds! Kozvetleniil a céfolatokkal, a bi-
zonyitaselemzéssel, a tételalkot4ssal lehet folytatni. *
LamBDA: Akkor a te médszeredben — megfigyelések helyett — bizo-
nyitas el6zi meg a naiv se_;téct!l '

DzEtA: Nem nevezném ,,naivnak” azt a sejtést, amely egy bizonyit4s-
b6l né ki. Az én médszeremben nincs helye az induktiv naivitdsoknak.
BetA: Tiltakozom! Egyszerien hétrdbb toltad a »»naiv” mduktlv
kiindulépontot: azzal kezded, hogy »S0kszogek esetében c¢=

Ezt nem megfigyelésekre alapozod?

DzETA: A legtobb matematikushoz hasonléan én sem tudok szdmolni.
Megprébéltam megszimolni egy hétsz6g oldalait és csicsait: el8szor
7 oldalt és 8 csiicsot, azt4n meg 8 oldalt és 7 csticsot taldltam. . .
BETA: Félretéve a tréfat, valdjdban hogy kaptad meg c=é-t?

DzETA: El8szor mély megdébbenéssel észleltem, hogy héromszdg

ﬁ_/__?

“(a)
18. ébra 19 ‘4bra

esetében ¢ —é=0. Természetesen nagyon j6l tudtam, hogy egy élen
c—é=1 (18(a) 4bra). Azt is tudtam, hogy egy Gjabb él hozzdillesztésé-
vel mind az élek, mind a csticsok szdma 1-gyel nG (18(b) és 18(c) 4bra).

1 Ez fontos médositésa a 25. oldal 2. libjegyzetében foglaltaknak.
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Akkor a pohgonéhs élrendszerekben hogy lehet ¢ —é=0? Aztin ra-
jottem, hogy ennek az oka egy nyitott élrendszerr8l (amelyet két csiics

hatérol) egy z4rt élrendszerre (amelynek nincs ilyen hatdra) val6 tme- -

net: mert egy él hozziillesztésével — 1j csiics hozzdad4sa nélkiil —
»befedjlik” a nyitott rendszert. Teh4t beblzonyitottam —ésnem meg—
figyeltem —, hogy soksz&gek esetében ¢ —é=0.
BEta: A talélekonység nem segit rajtad. Csak még hitribb toltad az
induktiv kiindulépontot: ezittal arra az Allitdsra, hogy barmely él
(oldal) esetében ¢ —é=1. Ezt bebizonyitottad vagy meg figyelted?
* DzEtA: Bebizonyitottam. Természetesen tudtam, hogy egyetlen csics
esetében c=1 (19. 4bra). Az volt a feladatom, hogy ehhez hasonl6
viszonyt konstrudljak. .
BETA (dithds): Azt nem ﬁgyelted meg, hogy egy pont esetében c=1?
DzEtA: Te megfigyelted? (Félre, Pinek): Mondjam neki azt, hogy
winduktiv kiindulépontom” az iires tér volt? Hogy a semmi ,,megfi-
- gyelésébdl” indultam ki? -
'LAMBDA: Mindenesetre két 4llispont fogalmazédott meg. El8szor is,
Szigma azt 4llitotta, hogy csupdn torténelmi véletlenek kivetkeztében
Juthatunk naiv induktiv sejtésekhez; ha az ember a tények valésigos
kédoszdval keriil szembe, aligha képes szép formulédba illeszteni Gket.
Ezutin Dzéta bebizonyitotta, hogy a bizonyitdsok és cdfolatok logi-
kdjahoz egydltalén nincs szuksegunk sem naiy sejtésre, sem induktiv
kiinduldpontra.
Bera: Tiltakozom! Mi van azokkal a hires sejtésekkel amelyeket nem
el6zott meg (vagy nem is kovetett) bizonyitds? Ilyen volt példdul a
négyszinnyomdas-sejtés, amely szerint négy szin elegendd bdrmely
térkép szinezéséhez, vagy a Goldbach-sejtés. Csak torténelmi vélet-
lenek idézhetik el6, hogy egyes bizonyitdsok megel6zhetik a tételeket,
hogy Dzéta ,,deduktiv taldlgatdsira™ sor keriilhet; egyébként naiv
induktiv sejtések nyitjik a sort.
. TANAR: Kétségteleniil meg kell ismerniink mindkét heurisztikus sémat.
Legjobb a deduktiv taldlgatds, de a naiv taldlgatds is jobb, mint egyal-
taldn nem taldlgatni. A naiv taldigatds viszont nem indukcid : nincsenek
induktiv sejtések!
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BEtA: De a naiv sejtésre indukcidval talsltunk ra! ,,Azaz megfigyelés
sugallta, partikuldris esetek jelezték... Es a megvizsgslt partikul4ris
esetek kdzott két csoportot tudtunk megkiilénbdztetni: olyan esete-
ket, amelyek megel8zték a sejtés megfogalmazisit, és olyanokat,
amelyek utélag adédtak. Az el8z8k sugalltdk a sejtést, az utébbiak
tdmasztottdk ald. Mindkét tipus teremt valamiféle kapcsolatot a sejtés
és a »tények« kozott. . .t Ez a kett8s kapcsolat az indukcié lényege:

az els6bdl fakad az induktiv heurisztika, masodikbél az induktiv i iga-
zolas vagy induktiv logika.

TANAR: Nem! A tények nem sugallnak sejtéseket, és nem is tAmasztjsk
alé Gket!

BETA: Akkor nekem mi sugallta a ¢ — é4-/=2 formul4t, ha nem a t4b-
l4zatomban felsorolt tények ?

TANAR: Megmondom. Maga mondta, hogy sokszor kudarcot vallott,
amikor formuldba akarta illeszteni a tényeket.® Nos, a kdvetkez8 tor-
tént: hdrom vagy négy sejtése volt, amelyeket egymés utdn gyorsag
megcéfoltak. A maga tiblizata ezeknek a sejtéseknek a kiprébélésa és
cafolata sordn épiilt fel. Ezek a halott és'most mar feledésbe meriilt
sejtések adtik az Otletet a tényekhez, nem a tények a sejtésekhez.
A naiv sejtések nem induktiv sejtések: probdlkozdsokon, tévedéseken,
Jejtéseken és cdfolatokon dt jutunk el hozzdjuk.® De ha maga — téve-
sen -— azt hiszi, hogy induktiv tton, a t4bldzataibél jutott el ezekhez a
sejtésekhez, ha azt hiszi, hogy minél hosszabb a t4blizat, annél tobb
sejtést sugall, majd tdmaszt ald, akkor valdszinfileg felesleges adatok
halmozéséra fecsérli az idejét. Emellett, mivel magéba nevelték, hogy
a felfedezés titja a tényektd] a sejtéshez, a sejtést6l pedig a bizonyitds-

1G. Pélya: Mathematics and Plausible Reasoning. Id. kiad. I. k. 5.és 7. o. (Kxeme-
s t6lem! — L. 1)

2L.:107. 0.

3 Polya szépen rekonstruilja ezeket a probilkozisokat és tévedéeeket Az elsé
sejtés az, hogy / egyiitt nG c-vel. Miutin ezt megcafoltak, két tovabbi sejtés kdvet-
kezik: ¢ egyiitt n6 [lel, és ¢ egylitt nd c-vel. A negyedik talilgatis a nyers: /+c

- egyiitt n6 é-vel. (G. Pdlya: Mathematics and Plausible Reasoning. Id. kiad. I. k.

35—37.0.)
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hoz vezet (ez azindukcié mitosza), alighanem teljesen elfeledkezett a

heurisztikus alternativarél, a deduktiv taldlgatdsrol. SO

A matematikai heurisztika nagyon hasonlit a tudomdnyos heuriszti-
kdra; nem azért mert mindkett8 induktiv, hanem mert mindkettét sej-
tések, bizonyitdsok és cdfolatok jellemzik. A — fontos — kiilonbség a

megfelel§ sejtések, bizonyitdsok (vagy tudomdnyos magyardzatok) -

és ellenpélddk jellegében rejlik.?

Beta: Ertem. Akkor a mi naiv sejtésiink kordntsem a nem sejtésszerti
kemény tények ,,sugallta” elsd sejtés volt, szdmos ,,prenaiv” sejtés és
c4folat elézte meg. A sejtések és cafolatok logik4janak nincs kiindulé-
pontja, de a bizonyit4sok és c4folatok médszerének van: a gondolat-
kisérlet utin ad6dé elsS naiv sejtéssel kezdbdik.

ALFA: Lehet. De akkor nem kellett volna ,,naivnak™ neveznem !3
KAPPA (félre) : Még a heurisztikdban sincs tokéletes naivitds!

BETA: Az a legfontosabb, hogy a lehet leghamarabb tiljussunk a pré-
bélkozdsok és tévedések szakasz4n, hogy azutdn gyorsan elkezdhessiik
a gondolatkisérleteket, a ,,tények” tulzott ,,induktiv” tisztelete nélkiil.
Az ilyen tisztelet akad4lyozhatja a tudds novekedését. Képzeljétek el,
hogy a fokozatos megkozelités mddszerével eljuttok a c—é+ 1=2

1 Akik viszont a matematika szokdsos deduktiv leirdsa miatt azt hiszik, hogy a
felfedezés ttja az axiomaktol és/vagy a definicioktodl vezet a bizonyitasokhoz és
tételekhez, alkalmasint teljesen elfeledkeznek a naiv taldlgatis lehetSségérdl és
fontossagardl. Tulajdonképpen a matematikai heurisztikdban a deduktivizmus,
a tudoményos heurisztikdban az induktivizmus jelenti a nagyobb veszélyt.
2 Polyanak kdszonhetS a matematikai heurisztika szdzadunkban bekovetkezett
" Gjjaszilletése. Csodilatramélté munkassiginak egyik legfGbb jellegzetessége, hogy
a tudoményos és a matematikai heurisztika kdzti rokon vonasokra helyezi a hang-
silyt. Eppen ezzel az érdemmel kapcsolatos munkasséganak talin egyetlen gyenge
pontja: soha nem kérdSjelezte meg a tudoméanyok induktiv jellegét, s mivel — he-
lyesen — mély hasonlésagot 14t a tudoményos és a matematikai heurisztika kzott,
gy gondolta, a matematika is induktiv. Ugyanez tdrtént koribban Poincaréval
(1.: H. Poincaré: La science et I'hypothése. Parizs 1902. Bevezetés) és Fréchet-vel
[l.: M. Fréchet: L'analyse générale et la question des fondements. In: F. Gonseth
(szerk.): Les entretiens de Ziirich, sur les fondements et la méthode des sciences
mathématiques. Ziirich 1941, 53—73. o.]. '
3L.:69.0.
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sejtéshez, amit rogton megcéfol az a felismerés, hogy a képkeret eseté-
ben ¢ —¢é+1=0! Ha ttilsdgosan tisztelitek a tényeket, akkor — kiils-
ndsen, ha a tények céfoljdk a sejtést — prenaiv prébalkozasokkal és
tévedésekkel lesztek kénytelenek tovébblépni és Sejtést keresni.
De ha jobb heurisztikit alkalmaztok, legalsbbis megprdbdljdtok -
figyelmen “kiviil hagyni a megfigyelés vissz4s eredményét, és egy
probat olyan gondolatkisérlettel elvégezni, mint példdul Cauchy bizo-
nyitdsa.

SziGMA: Micsoda zfirzavar! Miért nevezed Cauchy bizonyitdsdt
probdnak?

B.E”I‘A: Miért nevezem Cauchy prdbdjdt bizonyitdsnak? Préba volt]
Figyelj ide! Egy naiv sejtésbGl indultal ki: ¢—é+I/=2 minden poli-
fédernél. Ebbdl azutén kovetkeztetéseket vontdl le: ,,ha a naiv sejtés
1gaz, egy lap eltévolitdsa utdn a fennmaradé haléricson c—é+41=1";
»ha ez a kovetkeztetés igaz, akkor c—é+/=1a hiromszdgekre osztis
utdnis”; ,,ha ez az utébbi kdvetkeztetés igaz, akkor ¢ — é+ /=1 mind-
adc}ig érvényes, amig egyenként eltdvolitjuk a hdromszégeket”; ,,ha
ez 1gaz, akkor egyetlen hiromszog esetében is c —é+1/=1". .. ‘

. Nos, err6l az utolsé kdvetkeztetésrl térténetesen ‘tudjuk, hogy
1gaz. De mi lett volna, ha arra a kévetkeztetésre jutunk, hogy egyetlen

. héromszdg esetében c—é+/=0? Menten hamisnak nyilvénitottuk

volna az eredeti sejtést, és elvetettiik volna. Csak ellenGriztiik sejté-
siinket: kovetkeztetéseket vontunk le belSle. A préba meger8siteni
latszott a sejtést. De a megerdsités nem bizonyit4s.

SziGMA: Hiszen igy bizonyitdsunk még kevesebbet bizonyitott, mint
gondoltuk ! Akkor most forditott eljarast kell alkalmaznunk: meg kell
prébélni egy ellentétes irdnyt gondolatkisérletet konstrudlni, amely a
hdromsz6gtSl visszavezet a poliéderhez. ‘

BETA: Igy van. Dzéta viszont rémutatott, hogy rogtén valédi bizonyi-
tissal kezdhetjiik problémink megoldésit, ahelyett, hogy el8szor
prc.ibélkozésokon és tévedéseken keresztiil megkonstruilnink egy
naiv sejtést, ezt ellen8riznénk, majd az ellenBrzést alakitanink 4t
bizonyitiss4. Ha felismertiik volna a deduktiv taldlgatis lehet8ségét,
elkeriilhettiik volna mindezt a pszeudoinduktiv tapogat6z4st!
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KAPPA (féire): Pélforduldsok drémai sorozta! A kritikus Alfa dog-
matikuss4, a dogmatikus Delta a cifolatelmélet hivévé vélt, most meg
az induktivista Béta deduktivistdv4!

SzIGMA: V4rj csak! Ha az ellendrzd gondolatkisérlet . . .

BETA: En analizisnek nevezem.

SZIGMA: . .. egyéltaldn folytathaté egy bzzonyltd gondolatkisér[ettel
BETA: . amlt szintézisnek nevezek. .

SZIGMA: ... az ,,analitikus tétel” szukségkeppen azonos lesz a ,,szin-
tetikus tétellel” ? Ellentétes uényban haladva taldn kiilonb6z6 lemma-
kat hasznilunk 2

BETA ; Ha kiilénboz6k, akkor a szintetikus tétel felvaltja az analitikust,
elvégre az analizis csak ellendriz, mig a szintézis bizonyit.

TanAr: Ugy latszik, megdSbbentette magukat az a felfedezés, hogy
,Dizonyitdsunk™ valdjaban ellenérzés volt, é kozben elterel6dott a
figyelem a f6 kérdésr8l: ha van egy ellenpélda 4ltal mair megcéfolt
sejtésiink, félre kell tolni a céfolatot, s meg kell prébélni gondolat-
kisérlet segitségével ellendrizni a sejtést; igy esetleg taldlunk egy bizo-
nyitast, elhagyhatjuk a probalkozisok és tévedések szakaszat, attér-
hetiink a bizonyit4sok és c4folatok médszerére. Pontosan ezért mond-
tam, hogy ,,szivesen fogok hozz4 egy hamis sejtés »bizonyitdsdhoz«’ I®
Lambda is azt kovetelte 1. szabdlyiban: ,,Ha van egy sejtésed, kezdd
el bizonyitani és cifolni!”*

DzETA: fgy van. De hadd tegyek hozza Lambda szabélyaihoz és Omega
4. szabdlyidhoz egy

5. szabdlyt: Ha bdrmilyen tipusi: ellenpélddid vannak deduktiv taldl-
gatdssal probdlj egy olyan mélyebb tételt taldlni, amelynek: ezek mdr
nem ellenpéldai!

1 A papposzi heurisztika szerint a matematikai felfedezés egy sejtéssel kezd6dik, ezt

analizis kbveti, majd, ha az anallzis nem cifolja meg a sejtést, szintézissel zarul.
(Vé. még: 9. 0. 1.1j. és 101. 0. 1. lj.yDe miga mi analizis—szintézis valtozatunk
helyesblti a sejtést, Papposzé csak bizonyitja vagy nem bizonyitja.
2 V3.: R. Robinson: Analysis in Greek Geometry. Id. kiad. 471. o.

" 3L.:45. 0.
4L.:81. 0.

116

OMEGA: Most az én ,,mélység” fogalmamat tégitod ki, és lehet, hogy
igazad van. De hogy alkalmazod az 1j szab4lyt a gyakorlatban? Se-
gitségével eddig csak olyan eredményeket kaptunk, amelyeket mar
el6zGleg is ismertiink. Kénny( utélag okosnak lenni. Az 4ltalad java-
solt ,,deduktiv taldlgatas™ csak a tandr Gr eredeti analizisének megfeleld
szintézis. De most mdr 1égy tisztességes: médszeredet hasznild még
ismeretlen sejtés felkutatdséra, amely a tartalom fgért gyarapodésat is
meghozza!

DzgEtA: Helyes. Az én gondolatkisérletembdl szdrmazé tétellel kez-
dem: ,,Minden zdrt normdlis poliéder Euler-féle.”

OMEGA: ,,Normélis”?

DzEtA: Nem akarok id8t vesztegetni azzal, hogy eleget teszek a bi-
zonyitds és cifolatok moédszerének. Egyszerfien ,,normélisnak” ne-
vezem mindazokat a poliédereket, amelyek felépithet8k egy ,,tokéletes”
sokszogb6l, hozzdillesztve a) /-2 lapot ¢ — é+ 1 megvéltozésa nélkiil
(ezek nyitort normélis poliéderek lesznek), b) egy utolsé zirélapot,
amely 1-gyel ndveli c — é 4 l-et (és a nyitort pohedert zdritd v:iltoztatja)
OMEGA: ,, Tokéletes sokszdg”?

Dz£ta: ,, Tokéletes” sokszogon olyan sokszoget értek, amely egyetlen
csucsbol felépithetG gy, hogy el6szér ¢—é megvaltozdsa nélkiil
n—1 élt illesztiink hozz4, majd egy utolsé zar6élt, amely ¢ —é-t 1-gyel
csokkenti. _
OMEGA: A te z4rt normélis poliédereid megegyeznek az Sltalunk ismert
Cauchy-féle poliéderekkel?

Dzfta: Ezzel most nem akarok foglalkozni.

d) A tartalom nﬁvel&e deduktfv talailgatissal

TANAR: Elég a bevezetésbdl, lssuk a dedukci6t! :

Dz£tA: Igen, uram. Veszek két z4rt normilis poliédert (20(a) ébra),
egy sokszog keriilete mentén Ggy ragasztom Ossze Sket, hogy a két
egyméssal taldlkozé lap eltfinjék (20(b) 4bra). Mivel a két poliédernél
(egyiittesen) c—é+7/=4, a két lap eltiinése az egyesitett poliéderben
helyredllitia az Euler-formulit. Ez Cauchy bizonyitdsa utin nem
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(a) (b) (c)
20. ibra

meglepetés, hiszen az Gj poliéder is konnyen felftijhaté gombbé.*
A formula tehdt kidllja ezt a ragasztasi ellendrzést. De prébalkozzunk
most kettSs ragasztissal: ,,ragasszuk™ &ssze a két poliédert két sok-
sz6g keriilete mentén (20(c) 4bra)! Most négy lap tiinik el, és az j poli-
édernél c—é+1/=0.

GamMA: Ez Alfa 4. ellenpélddja, a kepkeret!

Dz£tA: Ha most ehhez a képkerethez (20(c) 4bra) még egy normilis
poliédert (21(a) 4bra) ragasztok, ¢ — é+/értéke —2 lesz(21(b) 4bra). ..
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SziGMA: Egyszeresen Osszefiigg6 poliéder esetében c—é+1=2, két-
szeresen Osszefiigg8 poliéder esetében c—é+-/=0, hiromszorosan

* A szerkesztbk megjegyzése: Ez a levezetés hamis, bir a végeredmény helyes.
A ragasztas ténylegesen 8 csfics, 12 €1 és 6 lap eltiinésével jar. Ezért csdkken ketts-
vel az Euler-karakterisztika értéke. (A két vonalkazott lapnak a 20(5) Abran szemlél-

. tetett, feltételezett pontos egybeesése azt jelenti, hogy megforditjuk az egyik fél

képkeret rézsitos levagasit Ggy, hogy felcserélédik a hosszabb és a rdvidebb €l
Mivel ez a miivelet sem c-t, sem é-t, sem /et nem véltoztatja meg, az érvelés tulajs
donképpen elfogadhaté.) ,
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Osszefiiggl poliéder esetében c—é+I= —2, n-szeresen Osszefiiggs
pohédet esetében c—é+1=2-2(n—1)..

'DzETA: ...amely minden kordbbinal tartalmasabb bizonyit4ssal
- kiegészitett, 1j sejtés, anélkiil, hogy egyetlen téblézatotls készitettiink

volna.!

SziGMA: Ez igazin szép. Nemcsak a megitalkodott képkeretet sikeriilt
megmagyardznod, hanem eredeti ellenpélddk végtelen sokasdgit is
létrehoztad. .

DzEtaA: Magyarézattal egyiitt.

RHG: Epp most jutottam més uton ugyanerre az eredményre Dzéta
két Euler-féle példabél indult ki, és egy ellen8rzétt kisérlet sordn ellen-
példava alakitotta 4t 8ket. En egy ellenpéld4bél indulok ki, és ezt pél-
dava alakitom 4t. A kovetkez6 gondolatkisérletet végeztem egy kép-
kerettel: ,,Legyen a poliéder valami kénnyen vighat6 anyagbél, pél-
déul puha agyagbol. Dugjunk 4t egy fonalat az alagiiton, s aztin
hizzuk 4t az agyagon. A test nem esik szét...”? Viszont ismert,
egyszerli, egyszeresen dsszefiigg® poliéderré valik | Igaz, a lapok szdméat
kettBvel, az élek és a csticsok szdm4t m-mel néveljiik, de mert tudjuk,
hogy az egyszerfi poliéderek Euler-karakterisztikdja 2, az eredeti
poliéder karakterisztikdja bizonyéra 0 volt. Marmost ha t5bb, mond-
juk n végésra van sziikség ahhoz, hogy a poliédert egyszer(ivé redu-
kéljuk, a karakterisztika 2 —2n lesz.

SziGMA: Ez érdekes. Dzéta mar kimutatta, hogy nincs. feltétlen sziik-
ségiink sejtésre ahhoz, hogy elkezdjiik a bizonyitdst, hogy azonnal
szintézist, azaz egy bizonyité gondolatkisérletet konstrudlhatunk egy
mdr igaznak ismert rokon jellegfi 4llit4sbol kiindulva. Rhé most azt
mutatja meg, hogy ahhoz sincs feltétlen sziikségiink sejtésre, hogy el-
kezdjiik az ellendrzést, hanem — igy téve, mintha az eredmény mér

s

1 EzRaschngtélszérmnuk (L. Raschig: Zum Euler’schen Theorem der Polyedto-
metrie. In: ,,Festschrift des Gymnasium Schneeberg™, 1891.)

2 R, Hoppe: Erginzung des Eulerschen Satzes von den Polyedern. In; ,Archxv der
Mathematik und Physik”, 1879 102. o. ' '
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ismert lenne — analizist, ellen8rz8 gondolatkisérletet veg&hetunk 1
OMEGA: Bérmelyik médszert vélasztjitok is, poliéderek tSmegei
maradnak magyardzat nélkiil! Uj tételetek szerint ¢ —é+/ minden
poliédernél 2-nél nem nagyobb péros szdm. Ezzel szemben elég
sok pdratlan Euler-karakterisztikdju poliéderrel taldlkoztunk mér.
Vegyiik a btibos kockat (12. 4bra), ahol c~é+1=1...

Dz£TA: Soha nem éllitottam, hogy tételem minden poliéderre vonat-
kozik. Csak az én értelmezésem szerint szerkesztett, n-szeresen Gssze-
fiiggd poliéderek mindegyikére vonatkozik. Jelenlegi ismereteink sze-
rint az én értelmezésem nem eredményez gy(irfl alaka lapokat '
OMEGA: Na és akkor?

SziGMA: Tudom! A gyfirfi alaki lapokkal rendelkez8 poliéderekre is

kiterjeszthetG a tétel: ha egy megfelelS bizonyit4sbél szdrmazé sok- -

szogrendszerben a lapok szdménak csékkenése nélkiil megsziintetiink
egy €élt, gyfird alaku sokszbg szerkeszthet§ (22(a) és 22(b) 4bra). Sét,

(@)  (b) (@) (5)
22 ibra ) . 23.4bna

lehet, hogy vannak olyan ,,normalis”, bizonyit4sunknak megfelelGen
felépiil§ sokszogrendszerek is, amelyekben egynél tobb €1 sziintethetd
meg-a lapok szdménak csSkkenése nélkiil. .

GAMMA: Igy van. Nézzétek ezt a ,,normé.hs” sokszogrendszert (23(a)

4bra)! Két él sziintethetl meg a lapok sziménak csokkenése nélkiil

(23(b) 4bra).
SziGMaA: J6! Akkor éltaléban mmden n-szeresen osszefﬁggc’i poliéder

1 Ez ismét a papposzi heurisztikshoz tartozik. Papposz a sejtésb6l kiindul6 ana-

lizist ,teoretikusnak™, a sejtés hidnyaban végzett analizist ,,problematikusnak”
nevm.(T L. Heath: The Thirteen Books of Euclid’s Elements, Id. kiad. I. k. 138. 0.)
Az els6 a bizonyitands, a masodik a megoldandd problémdkra vonatkozik. V8. még:
- PdlyaGy.: A gondolkodas iskolaja. 1d. kiad. 200—207. (,,Papposz”) és 131—137. o.
(,,Forditout iranyti munkn")
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esetében, amelyben é, €1t sziintettiink meg a lapok szdmdnak csék-

kenése nélkiil, c—-é+1 2-2(m-1)+ Z’ek
k=1

BETA:Eza formula megmagyarazza Alfa buibos kockéjét (12. ébra) Ez
olyan egyszeresen Gsszefiiggd poheder amelynek van gyf{ir{i alaki lapja

(n= 1) s ég=1,atobbié,=0, azaz 2’ é.=1, kovetkezésképpen c —é+

k=1
SziGMA: Ez megmagyardzza a te ,,irraciondlis” Euler-féle torzsziilot-
tedet is: a kockét, amelyben alagit és két gytir{i alaku lap van (16. 4b-

ra). Ez egy kétszeresen osszefugg6 poliéder (n=2), ahol Z é,=2.K6-

k=1
vetkezéskepp‘en‘ karakterisztikdja c —é+/=2—2+2=2. Helyresllt a
poliéderek vildgdnak erkélcsi rendjel?
OMEGA : Es mi van az iireges poliéderekkel?

1 Lhuilier nagyjabol ugyanilyen formuléaval allftotta helyre a ,,rendet” (S. 4. J.
Lhuilier: Mémoire sur la polyédrométrie. Id. kiad. 189. o.), Hessel pedig az Euler-
féle poliéderek Osszeillesztésének kiilénb6z6 médjaira vonatkozd nehézkes, ad hoc
formulaival (J. F. Hessel: Nachtrag zu dem Euler’schen Lehrsatze von Polyedern.
Id. kiad. 19—20. 0.). V&.: 105. o. 1. li.

Torténetileg Lhuiliernek sikeriilt naiv taldlgatéssal dltalinositani az Euler-formulat
(fent emlitett mfivében), és a kdvetkezd eredményre jutott: c—é+4/=2[(F—a+1)+
+(p1+p2+. . .p), ahol i az iiregek, a az alagutak, p; az i-dik lapon talathat6 belsé
sokszdgek szAmét jeloli. A ,.belss sokszOgeket” illetSen be is bizonyitotta ezt a for-

" mulét, de az alagutakkal nom tudott megbirk6zni. A formulit annak kapcsin

konstrudlta, hogy megkisérelte megmagyarazni haromféle »kivételét”, a kivételek
felsorolisa viszont nila sem teljes. (VO.: 50. o. 1. 1j.) De nemcsak emiatt hamis
naiv sejtése. Lhuilier ugyanis nem vette észre, hogy az {iregek is lehetnek t6bbszi-
rdsen Osszefiiggok, hogy nem lehet egyértelmiien meghatirozni az eligazé alaguta-
kat tartalmazo poliéderekben az alagutak szimét, és hogy nem ,,a belsé sokszdgek
szAma”, hanem a gy(rii alakd lapok szima szimit (formuldja csédot mond két
olyan szomszédos belsé sokszig esetében, amelynek egy kozos éle van). Lhuilier
minduktiv Altalanositdsinak™ kritikija megtaldlhatd Listing egy munkijaban.
(J. B. Listing: Der Census rdumlicher Complexe. In: ,,Abhandlungen der Konig-
lichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen™, 1861. 98—99. 0.) V&. még:
138. 0. 1.1j.

121



SzIGMA: Tudom! Ezeknél &ssze kell adni minden egyes kiilén4llé
feliilet Euler-karakterisztik4j4t:

c—-é+1=ZK' {2-—-2(nl—l)+zl'é,‘/}.

J=1 k1

BETA: Es az ikertetraédetek ?
SzZIGMA: Tudom! . ..

GAMMA: Mi értelme ennek a precizitdsnak? Elegem van a nagy-
képi trivialitisok &radataboll -
ALFA: Miért hagyn4 abba? Vagy taldn az ikertetraéderek torzsziilst-
- tek, nem igazi poliéderek? Az ikertetraéder éppen olyan j6 poliéder,
mint a te hengered! Neked tetszett a nyelvi precizit4s.2 Miért gunyolod
ki a mi Gjfajta precizitisunkat? A tételt minden poliéderre ki kell
terjeszteniink. Ha pontosabb4 tessziik, n6veljiik, és nem csokkentjiik a
tartalmét. Ebben az esetben erény a precizit4s!
KAPPA: Az unalmas erények éppen olyan rosszak, mint az unalmas
hibik! R4ad4sul soha nem érhetsz el tokéletes precizitast. Ott kell
abbahagynunk, ahol a folytatds mar nem érdekes.
ALFA: Nekem mis a véleményem. Abbél indultunk ki, hogy

(1) egy cstics az egy cstics. -

1 Elég sok XIX. szazadi matematikust zavarba ejtett a tartalom efféle trivilis
ndvekedése, val6jiban azt sem tudtik, mit mondjanak réla. Egyesek — mint
Mobius — torzsziilott-kizirs definici6kat hasznaltak (1: 34. 0.), masok — mint
Hoppe — a torzsziilsttek kiigazitdsinak médszerst alkalmaztik. Hoppe imént
idézett munkaja kiildnssen arulkodé6. Egyrészt — sok kortirsdhoz hasonl6an -,
nagyon szeretett volna egy mindenre kiterjeds, tikéletesen befejezett ,,Altalinos
Euler-formulat™, Maésrészt, hiizédozott a trivilis komplexitasokt6l. Ily mobdon,
bar azt 4llitotta, hogy képlete nbefejezett, mindent magiban foglal6”, zavarosan
hozzitette, hogy ,,specialis esetek kétessé tehetik az (alkot6elemek) szimbavéte-
It”. (R. Hoppe: Erginzung des Eulerschen -Satzes von den Polyedern. 1d. kiad.
103. 0.) Azaz, ha egy kellemetlen poliéder mégis legydzné formulajat, akkor a poli-
éder alkot6elemeit rosszul szdmoltdk meg, és a torzsziilittet helyes latismod
segitségével ki kell igazitani: példiul az ikertetraéder kdzds csticsait és éleit két-
.8zeresen kell latni és szimolni, s mindkét tetraédert 6nallé poliédernek kell tekin-~
teni. (Uo.) Tovabbi példik: 145. o. 2. 1. .
2L.: 82—86. o.
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Ebbdl levezettiik, hogy ’
(2) c=¢é minden tokéletes sokszég esetében.

Ebbdl levezettiik, hogy i . ’
(3) c—é+1=1 minden normdlis nyitott sokszégrendszer esetében.

Ebbdl: i .
(4) c —é+1=2 minden normélis zirt sokszdgrendszer, azaz a poli-
éderek esetében.
Ebbdl viszont megint: ‘ i §
(5) c—é+1=2—2(n—1) minden normalis n-szeresen Osszefiiggs
poliéder esetében. o
©6)c—é+1=2-2(n— l)+k2;é,‘
a tobbszérsen Osszefiiggd lapokkal rendelkezd normaélis n-
szeresen Osszefiiggd poliéderekl esetében.
K r
0] c—é+1=2'{2—2(n—1)+k2;ekl} .
=1 = 13
a t6bbsz§£iisen Osszefiiggd lapokkal és ureg?kke} rendelkezd
normadlis n-szeresen Ssszefiiggd poliéderek esetében.

Hét nem csodélatos, ahogy kibomlik a trividlis kiindulépont rejtett
i il igaz, i t6bbi is. ’
azdagsiga? Es mivel (1) kétségteleniil igaz, igaz a .

fmé ffsélrg;: Rejtett ,,gazdagsdg™? Az utolsé kettS csak azt mutatja,
milyen szegényessé valhatnak az 4ltaldnositdsok I . ™
LamBDA: Tényleg azt hiszed, hogy az(l)azazegyeftler{.améma, amelyi ;
b6l az Gsszes tobbi kbvetkezik ? Hogy a dedukci6 néveli a tarta'lmat‘.7
ArFA: Természetesen! Nem a deduktiv gondolatkisérlet cs?déja ez’
Ha egyszer sikeriil megragadni egy kis igazségot,. a deduk::lé .csalha-
tatlanul a tudis f4jdvd noveszti.2 Ha egy dedukcié nem noveli a tar-

.

1 V6.:-145—147. o. i . o
2 Az 6kori filozéfusok nem riadtak vissza att6l, hogy egy sejtést nagyon trividlis

kdvetkezményébdl vezessenek le. (L4sd példaul a hiromszdgtsl a pohédeng vezetd
szintetikus bizonyitasunkat.) Platén szerint ,,clegendd egyetlen axioma egy egész

rendszer létrehozisahoz. ,,Rendesen 6nmagéban is olyan termékenynek tartott .

egyetlen hipotézist, hogy médszertaniban nem vett tudomést azokrél a premisszik-
123



talmat, nem nevezem dedukciénak, hanem ,,verifikiciénak”; ,,a veris
fikdci6 pontosan azért kiildnbdzik az igazi bizonyit4stél, mert az
el6bbi pusztan analitikus és terméketlen” .2

LAMBDA: De a dedukci6 igazdn nem novelheti a tartalmat! Ha a kritika
sordn kideriil, hogy a kdvetkezmény gazdagabb, mint a premissza,
akkor rejtett lemmak kifejtésével kell megerGsiteniink a premissz4t.
Karra: Es éppen ezek a rejtett lemmadk hordozzak a szofizmust és a
tévedés lehetGségét, s végiil is leromboljdk a csalhatatlan dedukcié
mitoszit.? :

TANAR: Van még kérdés Dzéta médszerével kapcsolatban?

e) Logikai és heurisztikus ellenpéldik

ALFA: Nekem tetszik Dzéta 5. szabdlyad — ahogy Omega 4. szabdlya is
tetszett.* Omega moédszere azért tetszett, mert helyi, de nem globalis
ellenpélddkat keresett, olyanokat, amelyeket Lambda eredeti hirom
szabélya® logikailag 4rtalmatlannak, s ezért heurisztikailag érdekte-

rol, amelyekkel ezt a hipotézist Ssszekapcsolta.”” (R. Robinson: Plato’s Barlier
Dialectic. Oxford 1953. 168. 0.) Ez jellemz3 az dkori informdlis logikdra, vagyis a bi-
zonyitds, gondolatkisérlet vagy konstrukcid logikdjdra. Mi csak utélagos bolcsesség-

" gel tartjuk ezt entimematikusnak; csak késGbb kovetkezett be, hogy a tartalom nove-

kedése a levezetés erdssége helyett a levezetés gyengeségének jelévé vdit, Ezt az antik
informalis logikat hatirozottan helyeselte Descartes, Kant és Poincaré. Az arisz-
totelészi formalis logikét mint terméketlen és irrelevans logikat mindhirman meg-
vetették és elutasitottik, ugyanakkor magasztaltik a termékeny informilis logika
csalhatatlanségét. :

1 H. Poincaré: La science et 'hypothése. Id. kiad. 33. o.

2 A rejtett lemmak uténi hajsza csak a XIX. szhzad kizepén kezd6ddtt el a ma-
tematikai kritikdban, s szorosan dsszefiiggdtt azzal a folyamattal, amely késdbb
a bizonyitdsokat bizonyitdselemzésekkel, a gondolkodds torvényeit a nyelv torvényei-
vel helyettesitette. Az elméleti logika legfontosabb eredményeit rendszerint megel6z-
te a matematikai kritika fejl5dése. Sajnos még a legjobb logikatdrténészek is hajla-
mosak kizar6lag az elméleti logika vdltozdsaira figyelni, nem véve észre, hogy ezek
a logikai gyakorlat vdltozdsaiban gybkereznek. V6. még: 154. o. 2. lj.

3L.:116. o.

4L.:93. 0.

5L.:81—-82. 0.
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| lennek itélt és figyelmen kiviil hagyott. Ezek a példak arra 6sztondzték

Omegit, hogy 1j gondolatkisérleteket konstruiljon; ezek tuddsunk
val6di bdviilésére vezettek. »

Dzét4t most globalis és egyben helyi ellenpélddk — logikai szem-
pontbdl tokéletes, de heurisztikailag nem tokéletes megerdsitések —

~ lelkesitik; jollehet, ezek megerGsitések, beavatkozdst igényelnek.

Dzéta azt javasolja, hogy bdvitsiik, finomitsuk eredeti gondolat-
kisérleteinket, alakitsuk 4t a logikai megerdsitéseket heurisztikus
megerdsitésekké, a logikailag kielégitd példdkat mind logikai, mind
heurisztikus szempontbdl kielégitd példakka.

Mind Omega, mind Dzéta 1j gondolatokat keres, mig Lambda, de
kiilonésen Gamma lehorgonyoz a nyelvi triikkdknél, hogy megbir-
kézzanak irrelevins globdlis, de nem helyi ellenpélddikkal; hébortos
szemléletiik szerint egyediil ezek relevéns ellenpéldak.

THETA: Vagyis a logikai szemlélet tgy-e ,,h6bortos”?

ALFA: A te logikai szemléleted igen. De még egy megjegyzésem
van. Akdar noveli a dedukcid a tartalmat, akdr nem — jegyezzétek
meg, hogy igenis noveli! — kétségteleniil biztositja a tudds foiyto-
nos novekedését. Kiindulunk egy csiicsbdl, lendiiletesen és harmo-
nikusan ndveljilkk tudasunkat, hogy megmagyardzzuk azt az Gssze-
fiiggést, amely barmely poliéder csicsainak, éleinek és lapjainak
szama kozt fennall; ez a névekedés nem dramai, s cidfolatok nél-
kiil zajlik. : ;
THETA (Kappdhoz): Alfa teljesen elvesztette az itélGképességét?
Az ember egy problémdbdl indul ki, nem pedig egy csucsbol!!

ALFA: Ez az aprélékos, de ellenallhatatlanul diadalmas hadjérat olyan
tételekhez vezet, amelyek ,,noha maguk nem evidensek, de levezet-
het8k igaz és vildgosan felismert elvekbél, egy folytonos, sehol meg
nem szakitott gondolatmozgas 4ltal, amelynek egyes 1épéseit vildgos
intuiciéval beldtjuk”.? Ezek a tételek ,,elfogulatlan” megfigyeléssel és
villanisszeri felismeréssel sohasem lettek volna elérhetSk.

1 Alfat szemlatomast elragadta a deduktiv heurisztika téveszméje. Vo.: 114. o. 1. 1j.
2 R. Descartes: Szabhlyok az értelem vezetésére. III. szabdly. In: Descartes:
Valogatott filoz6fiai mévek. Bp. 1961. 93. o.
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THeTA: Kételkedem e végsS gySzelemben. Az efféle ndvekedés soha
nem vezet el a hengerhez, mert (1) 4llitdsod egy csiicsbél indul ki, a
hengernek pedig egy4ltalin nincs csticsa. Sohasem juthatunk el az egy-
oldalit vagy a tobbdimenziés poliéderekhez sem. Fz az aprélékos
folyamatos tigulds valésziniileg véget ér egy ponton, s akkor 4j,
forradalmi kiindulépontot kell majd keresni. Es még ez a ,,békés kon-

 tinuitds” is tele van c4folatokkal, kritikival] Miért lépiink tovdbb a

(4) 4llitasré] az (5)-re, az (5)-r8l a (6)-ra, a (6)-rél a (7)-re, ha nem a

globilis és egyben helyi ellenpélddk folytonos nyomésdra? Lambda

csak a glob4lis, de nem'helyi ellenpéldékat tartotta igazinak: ezek az
ellenpéldék a tétel hamis voltdt fedték fel. Omega Alfa 4ital joggal di-
csért 1ijit4sa igazinak fogadtatta el a helyi, de nem globilis ellenpéld4-
kat is; ezek az ellenpélddk a tétel igazsdgdnak szegényességét fedték
fel. Dzéta most azt mondja, ismerjiik el igazinak a globilis és egyben
helyi ellenpéldékat is: ezek is a tétel igazsdgdnak Szegényességére utal-
nak. A képkeretek példiul a Cauchy-tétel glob4lis &s egyben helyi el-
lenpéldai; természetesen Snmagéban az igazsdgot illetBen a képkeretek
megerSsitések, de a tartalmat illet8en cifolatok. Az elsS (globélis, de
nem helyi) ellenpéldikat logikai, a t5bbit heurisztikus ellenpélddknalk
nevezhetjiik. De minél ink4bb felismerijiik a — logikai vagy heurisz-
tikai — c4folatokat, ann4l gyorsabban gyarapodnak ismereteink. Alfaa
logikai ellenpélddkat irrelevénsnak tartja, a heurisztikai ellenpéld4kat
pedig egyaltalin nem hajlandé ellenpélddnak nevezni, mert képtelen
megszabadulni attél az elgondol4stél, hogy a matematikai ismeretek
fejlédése folyamatos, és a kritika semmiféle szerepet sem jatszik.
ALFA: Csak azért tigitod mesterségesen a cfolat és a kritika fogalmit,
hogy igazold az ismeretek gyarapitisdnak kritikai elméletét. Nyelvi
triikkkok egy kritikai gondolkod6n4l?

- P1: Szerintem a fogalomalkot4s megvitat4sa segithet tiszt4zni a kérdést.

GamMA: Csupa fiil vagyok.
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8. F ogalomalkotés

»

 a) Céfolat a fogalom kitdgitdsdval. A torzsziilottek kizdrdsinak

meg a tévedés és cifolat fogalmdnak djraértékelése

P1: El8bb a Dzéta, s8t, Omega el6tti id6szakba szeretnék visszanyil-
ni, a tételalkotds harom f6 médszeréhez: a torzsziilsttek kizérdsshoz,
a kivételek kizdrasidhoz meg a bizonyitisok és cifolatok médszeréhez.
Mindhirom mddszer ugyanabbél a naiv sejtésbdl indult ki, de kiilon-
boz8 tételekkel és kiillonboz8 elméleti terminusokkal végezte. Alfa mar
vézolta e kiilonbségek néhédny vetiiletét,! de &sszefoglalisa nem
kielégitG, f6leg a torzsziilottek kizdrdsa meg a bizonyitdsok és cafola-
tok mddszere esetében. Alfa szerint a torzsziilotteket kizdré tétel ,,a
nyelvi kifejezés azonossdga mdgé” a naiv sejtés ,,Jényeges helyesbitését‘
rejti”, szerinte Deltaa,,naiv” poliéderek osztilyat fokozatosan a nem
Euler-fele torzsziilsttektS] megtisztitott osztallys sziikiti.

GAMMA: Mi baja ennek az dsszefoglaldsnak? - -
Pr: Az, hogy nem a torzsziilott-kizdrék szikitették a fogalmakat,

- hanem a céfolatelmélet hivei tdgitottdk.

DeLta: Ugy van, gy van!

Pr1: Tekintsiink vissza téménk els8 kutatéinak koréra. A felfedezket
megigézte a szabdlyos poliéderek gydnydrdl szimmetridja: azt hitték,
ez az Ot szabélyos test rejti a vildgegyetem titk4t. Mire a Descartes—
Euler-sejtést megfogalmaztik, mir a poliéder fogalméba tartozott a
konvex poliéderek minden fajtdja, s6t, néhdny konkdv poliéder is.
Ezzel szemben biztosan nem tartoztak bele a nem egyszerll vagy a
gyfirti alaki lapokkal rendelkez8 poliéderek. A figyelembe vett poli-
éderekre vonatkozéan — az akkori ismeretek szerint — igaz volr a
sejtés, és hibatlan volt a bizonyités.? ‘

1L.: 69. 0. :
2 El6sz0r Eulernél szerepel konkiv poliéder geometriai szdvegben. (L. Euler:

. Elementa Doctrinae Solidorum. Id. kiad. 6. ibra.) Legendre konvex és konkiv

poliéderekr6] beszél. (4. M. Legendre: Fléments de géométrie. Id. ‘kiad.) De
Lhuilier el6tt senki sem emlitett nem egyszer(i konkdv poliédereket. -
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Azutén jéttek a cafolatelmélet hivei. Kritikai buzgésigukban tgy
kitdgitottdk a poliéder fogalmét, hogy olyan dolgokra is kiterjedt,
amelyek idegenek voltak az eredeti értelmezéstdl. Az eredeti értelme-
2és szerint a sejtés igaz volt, és csak a céfolatelmélet hivei Altal becsem-
pészett, eredetitdl eltérd értelmezés szerint volt hamis. ,,Céfolatuk”
nem tart fel semmiféle tévedést az eredeti sejtésben, semmiféle hibdt az
eredeti bizonyitdsban, hanem egy olyan 4j sejtés hamissdgat mutatta
ki, amelyet el6z8leg senki sem fogalmazott meg, amelyre senki sem
gondolt.

Szegény Deltal H&siesen védelmezte a poliéder eredeti értelmezését.
Minden egyes ellenpéldéval egy 1j kik6tést 4llitott szembe, hogy meg-
védje az eredeti fogalmat. .

GAMMA: De hit nem Delta véltoztatta meg az 4lldspontjit minden

egyes esetben? Valahdnyszor 1j ellenpéldat hoztunk fel, definici6jat
felviltotta egy djabb ,,rejtett” kikotést felfedd hosszabbal!

P1: Micsoda torz értékelése a torzsziilottek kizdrdsdnak! Csak ugy
ldtszott, hogy megviltoztatja az 4llispontjat. Artatlanul vadoltitok
azzal, hogy csokonyosen védelmezve egy gondolatot, meg nem enge-
dett terminol6giai epiciklusokat haszn4l. A baj forrdsa az a szerencsét-

Mindamellett tehetiink egy érdekes kiegészitést. A poliéderek els6ként vizsgalt osz-

tilya részben az &t szabilyos poliéderbdl, részben a hasibhoz és gulahoz hasonlé

kvaziszabilyos poliéderekbdl 4llt. A reneszénsz utin ezt az osztilyt két irdnyban
bévitették. Az egyik magaban foglalt minden konvex és néhany enyhén horpadt
poliédert; ez szerepel a sz8vegben. A masik Kepleré, aki kibévitette a szabalyos
poliéderek osztalyat a szabélyos csillagpoliéder feltalilaséval. Kepler tjitasa azon-
ban feledésbe meriilt, csak Poinsot-nal bukkant fel Gjra (vb.: 36—37. 0.). Biztos,
hogy Euler nem is 4lmodott a csillagpoliéderekrsl. Cauchy tudott réluk, de agya
furcsa rekeszekre volt osztva: ha volt egy érdekes gondolata a csillagpoliéderekrsl,
publikélta, de ha a poliéderekre vonatkozd altalanos tételeinek ellenpéldait sorolta
fel, nem vett tudomast r6luk. Nem Ggy az ifjia Poinsot (L. Poinsot : Mémoire sur les
polygones et les polyédres. Id. kiad.), aki viszont késdbb megvaltoztatta véle-
ményét (vO.: 56. o.).

Pi éllitisa tehit heurisztikailag (azaz a matematika racionilis tBrténete szem-

pontjabol) helyes ugyan, de tdrténetileg téves. (Ez senkit ne aggasszon: a tényleges
tdrténelem gyakran csupén kankatﬂréja a torténelem racionilis rekonstrukcijé-
nak.)
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len 1. definicié (,,A poliéder olyan test, amelynek a feliilete sokszogek-
bdl 41L.”) volt, amelyre nyomban rivetették magukat a cifolatelmélet
hivei. De Legendre ezt a definici6t csak a naiv poliéderekre vonatkoz-
tatta, s egyaltaldn nem vette észre, hogy sokkal t5bb fér bele, és nem is
akarta méisra kiterjeszteni. A matematikai kdzvélemény rakényszeriilt
annak a torz tartalomnak a tudomésulvételére, amely ebb8l a pla-
uzibilis, 4rtatlannak l4tszé definiciébdl lassan kibontakozott. Ezért
kellett Deltdnak tjra és djra azt dadognia, ,,igy értettem...”, és
ezért kellett kifogyhatatlan ,,hallgatélagos™ kikotéseit explicitté ten-

" nie. Az egészre azért keriilhetett sor, mert a naiv fogalmat soha nem

rogzitették, és helyébe egy egyszerdi, de torz, az eredetitl eltér8 defi-
nicié lépett. De képzeljiink el egy mésfajta helyzetet, ahol a definici6
megfelelSen rogziti a ,,poliéder” eredeti értelmezését. Ebben az eset-
benacéfol6knak kellett volna egyre hosszabb, a forzsziilstteket maguk-
ban foglalé definicidkat konstruélni, mondjuk, a ,,komplex poliéde- -
rekre”: ,A komplex poliéder (valédi) poliéderek olyan halmaza,
amelyben birmely két illeszked® poliéder egybevigé lapokon keresztiil
kapcsolédik egymdshoz.” »A komplex poliéderek lapjai komplex
sokszOgek lehetnek, amelyek (val6di) sokszégek olyan halmazai, ame-
lyekben barmely két illeszkedS sokszdg egybevigd éleken keresztiil
kapcsolédik egyméshoz.” Ez a komplex poliéder felelt volna meg azt4n
Alfa és Gamma céfolatb6l szdrmaz6 poliéder fogalménak, mivel az el-
$6 definicié megenged nem egyszerdi poliédereket is, a masodik pedig
nem egyszeresen Osszefiiggd lapokat is. Vagyis nem sziikségképpen a
torzsziildtt-kizdr6k vagy a fogalmat meg8rz8k feladata j definiciék
alkotésa, lehet ez a torzsziiltteket. befogadék és a fogalmat kltégxték
feladata is.1

Szi1GMA : Mulatsdgos, hogy a fogalmak és a deﬁmczék — azaz az ere-
deti fogalmak és az eredetitdl eltér$ definiciok — kibabrélhatnak egy-

1 A torzsziilétteket befogad6 definici6 érdekes példaja a konvexitds Poinsot-féle
ﬁjrameghaté.rozésa amely a csillagpoliédereket is besorolja a konvex szabilyos
testek tekintélyes osztilyaba. (L. Poinsot: Mémou'e sur les polygones et les poly-
&dres. Id. kiad.) .
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méssal. Almomban sem jutott eszembe, hogy a fogalomalkot4s le-
maradhat egy az eredetinél tigabb definicié mogott!

P1: Pedig igy van. A torzsziilott-kizdrék ragaszkodnak az eredeti fo-
galomhoz, mig a fogalom-kit4gitok kiszélesitik ezt a fogalmat. Furcsa
dolog, hogy a fogalom kitigitdsa lopva zajlik, senki sem tud réla, és
mivel a tigulé fogalommal egyiitt mindenkinek a »»koordin4ta-
rendszere” is tdgul, préddjiva valik annak a heurisztikus csaléd4snak,
hogy a torzsziildttek kizdrdsa szdikiti a fogalmakat, holott val6jaban
ez hagyja 8ket véltozatlanul.

DELTA: Most akkor ki volt intellektuslisan tisztességtelen? Ki véltoz-
tatta meg nem engedett médon az 4llispontj4t?

GAMMA : Beldtom, tévedtiink, amikor Delt4t azzal védoltuk, hogy lop-
va lesziikiti a poliéder fogalm4t: mind a hat definiciéja a poliédernek
ugyanarra a régi j6 fogalmara vonatkozott, amelyet el8deits1 vett 4t.
Ugyanazt a szegényes fogalmat definidlta egyre gazdagabb elméleti
koordindta-rendszerben vagy stilussal. A torzsziilottek kizdrdsa nem
JSogalmakat .alakit 41, hanem csak definicidkat. A torzsziilotteket ki-
Z4r6 tétel egyaltaldn nem helyesbiti a naiv sejtést.

DeLTA: Ugy érted, hogy valamennyi definiciém logikailag ekvivalens
volt? '

GaMMA : Ez logikai elméletedt6l fiigg — az én logikdm szerint egy4l-
taldn nem voltak ekvivalensek.

DEeLTA: Ismerd be, ezzel a vélasszal nem sokra megyiink. De mondd,
te megcdfoltad a naiv sejtést? Csak eredeti értelmezését meg nem en-
gedett mddon elferditve céfoltad. '
GAMMA : Azért sokkal fant4ziadiisabb és érdekesebb értelmezés segit-
ségével cfoltuk, mint amilyenrdl te valaha is dlmodtél. Eppen ez a
kiilonbség azok kizétt a cdfolatok kizitt, amelyek csupdn egy buta kis
hibdt fednek fel, és azok kézétt a cdfolatok kozéts, amelyek jelentds
szerepet jdtszanak a tudds fejlédésében. Ha hib4s szAmit4s miatt ar-
ra az eredményre jutottil volna, hogy ,minden poliéder esetében
c¢—é+1=1", és én kijavitottam volna tévedésedet, ezt nem nevezném
»cafolatnak”.

BETA: Igaza van Gamménak. Pi eszmefuttatdsa utin nem szivesen
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neveznénk ,,ellenpélddinkat” logikai ellenpélddknak — mivel végiil is
nem Gsszeegyeztethetetlenek a sejtés eredeti értelmezésével —, hanem
ezek — mivel elGsegitik a tud4s fejl6dését — minden bizonnyal heu-
risztikus ellenpéldik. Ha Delta korl4tolt logikéjét' fogadnénk el, az
ismeretek egyéltalin nem gyarapodninak. Tegyiik fel, hogy valaki
ebben a szifk fogalmi keretben fedezi fel az Euler-sejtés Cauchy-féle
bizonyit4sit! Arra az eredményre jut, hogy gondolatkisérletének min-
den lépése konnyen elvégezhet§ bdrmely poliéderen. Nyilvinvalénak,
kétségtelennek tekinti azt a ,,tényt”, hogy minden poliéder egyszerii,

- minden lap egyszeresen osszefiigg8. Sohasem jut eszébe, hogy egy

helyesbitett sejtésben feltételekké alakitsa 4t a »nyilvdnvalé” lemmé-
kat, és igy épitsen fel egy tételt, mert hidnyzik az ellenpéldék szton-
zése, amelyek bizonyos ,,trividlisan igaz” lemm4krol kimutatjik, hogy
hamisak. Ezért tigy véli, hogy a »bizonyitds” minden kétséget kiziréan
aldtdmasztja a naiv sejtés igazsigit. Fz a »bizonyossig” azonban

- -korédntsem ‘a siker jele, hanem csak a képzelSerd hidnyéé, a fogalmi
- szegényességé. Onelégiilt megnyugvést eredményez, és akadilyozza a

tudés fejlGdését.

1 Cauchyval tényleg ez tortént. Valdszind, hogy ha Cauchy el5bb felfedezte volna

~ forradalmi jellegfi kivétel-kiz&ré médszerét (vo. : 88~ 90. 0.), keresett és talalt volna

néhéany kivételt. De feltehetden csak késdbb talalkozott a kivételek problémajaval,
amikor elhatérozta, hogy eloszlatja az analizisben uralkodé kioszt. (Ugy- tinik,
el6sz0r Lhuilier vette észre azt a tényt, és nézett szembe vele, hogy ez a ,,k40sz™
nem korlatoz6dik az analizisre.) - :

A tbrténészek azt szoktak mondani (példaul E. Steimitz: Polyeder und Raumein-
teilungen. Id. kiad.), hogy Cauchy nem egyetemes érvénnyel, hanem csak a konvex
poliéderekre vonatkozban fogalmazta meg tételét. Igaz, hogy bizonyitasaban hasz-
nélja az ,,egy poliéder konvex feliilete" kifejezést (4. L. Cauchy : Recherches sur les
polyédm Id. kiad. 81 o.), és méashol ,, Testszdgletekre és konvex poliéderekre vo-
natkozd tételek” fScim alatt fogalmazza meg jra az Euler-tételt (4. L. Cauchy:
Sur les polygones et les polyddres. In: »Journal de I’Ecole Polytechnique”, 1813.

" 87—98. 0.). De valészinileg azért, hogy ellenstilyozza ezt a cimet, kiildndsen hang-

silyozza, hogy Euler tétele bdrmely poliéderre egyetemesen érvényes (XI. tétel.
94. 0.), mig a konvex poliéderekre hirom misik tételt kozo! (XIIL tétel és ennek két
korollfriuma. 96. &s 98. o.). ) . :
Micrt ilyen pongyola Cauchy terminolégisja? Cauchy poliéder fogalma majdnem
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egybeesett a konvex poliéderek fogalméval. De nem pontosan. Cauchy ismerte a
konkév poliédereket, amelyek a konvex poliéderek oldalinak enyhe benyomaséaval
kaphat6k meg, de nem foglalkozott olyasmivel, ami tétele irrelevans tijabb megerd-
sitésének — és nem cdfolatdnak — latszott. (A megerdsitések sohasem hasonlitha-
16k dssze az ellenpélddkkal vagy akdr csak a ,.kivételekkel™,; az utébbiak a fogalom
Jejlodésének karalizdtorai.) Ez az oka annak, hogy Cauchy esetlegesen hasznilja a
konvex” kifejezést. Eszre sem vette, hogy a konkév poliéderek ellenpéldik is
lehetnek, nemhogy tudatos erdfeszitést tett volna ezeknek az ellenpéldiknak a
felszdmoldsdra. Még ugyanabban a bekezdésben azzal érvel, hogy az Euler-tétel
»kOzvetleniil kdvetkezik™ abb6l a lemmébél, hogy sokszdgl sikhilék esetében
c—é+I=1, és kijelenti, hogy a ,,c—é+/=1 tétel érvényessége szempontjiboél nincs
jelentSsége annak, hogy a sokszdgek azonos vagy kitlonbdz6 sikban helyezkednek-e
el, mivel a tétel csak a sokszdgeknek és a sokszogek alkotbelemeinek sziméra vonat-

ozik™ (81. 0.). Cauchy sziik fogalmi keretén beliil ez az érvelés teljesen helyes, de
egy szélesebb értelmezés esetén, amelyben példaul a képkeret is belefér a poliéder
fogalméba, helytelen. A XIX. szézad elsd felében gyakran megismételték ezt az ok-
fejtést. (Példaul L. Olivier: Bemerkungen iiber Figuren, die aus Behebigen, von
geraden Linien umschlossenen Figuren Zusammengesetzt sind. In: ,,Journal fiir die
Reine und Angewandte Mathematik™, 1826. 230. o.; J. A. Grunert: Einfacher
Beweis der von Cauchy und Euler gefundenen Sétze von Figurennetzen und Poly-
edern. Id. kiad. 367. o.; R. Baltzer: Die Elemente der Mathematik. 2. k. Id. kiad,
207. 0.) Becker birélta ezt az érvelést. (J. C. Becker: Uber Polyedet. Id. kiad. 68. 0.)
Gyakran eléfordul, hogy mihelyt fogalom-kitdgitdssal megcdfolnak egy dllitdst, a
megcdfolt dllitds olyan elemi hibdnak tlinik, aminek elk Gvetését nagy matematikusok-
rol még elképzelni is nehéz. A fogalmat kitagitd cifolatnak ezzel a fontos sajatossi-
gaval magyarazhatd, hogy tisztes tdrténészek, akik nem tudjik megérteni, hogy a
fogalmak fejlédnek, belegabalyodnak a problémék itvesztéjébe. Miutin megmen-
tették Cauchyt, mondvén, ,,egyszeriien lehetetlen, hogy ne vette volna észre’ a nem
egyszer(i poliédereket, és ezért ,,kategorikusan’ (1) a konvex poliéderek tartomanyéara
korldtozta a tételt, a tisztes torténészeknek most azt kell megmagyarazniuk, miért
volt Cauchynél a hatérteriilet ,,sziikségteleniil’” keskeny. Miért nem vette figyelembe
a nem konvex Euler-féle poliédereket. Steinitz magyardzata a kdvetkezd: az Euler-
formula helyes megfogalmazisdban szerepelnie kell a felilletek egymashoz kap-

csolédésa terminusdnak. Mivel Cauchy koriban ezt a fogalmat még nem ,,értették -

meg viligosan”, a ,,legegyszer(ibb kibiiv6™ a konvexitas feltételezése volt. (E. Stei-
aitz: i. m. 20. 0.) Steinitz tehit egy olyan hibét igazit helyre, amelyet Cauchy soha-
sem kovetett el.

Mais torténészek mas Gton jarnak. Azt mondjik. hogy a helyes (azaz az 4ltaluk is-
mert) fogalomrendszer létrejtte elbtt ,,a sotétség korszaka™ uralkodott, amikor
»ritkin vagy egyaltalin nem sziilettek’ eredmények. Lebesgue (H. Lebesgue:
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b) Bizonyitdisbél szirmazé és naiv fogalmak. Teoretikus és naiv
osztilyozds

P1: Hadd térjek vissza a bizonyitisbél szdrmazé tételre: ,,Minden
egyszer(l poliéder, amelynek lapjai egyszeresen OsszefiiggSk, Euler-
féle.” Ez a megfogalmazis félrevezetS. Jobb lenne igy: ,,Minden egy-
szerli tdrgy, amelynek lapjai egyszeresen osszeﬁxggbk Euler-féle.”
GAMMA: Miért?

P1: Az els6 megfogalmazis azt sugallja, hogy az egyszer(l poliéderek-
nek a tételben szerepl6 osztélya a naiv sejtés ,,poliédereinek” részhal-
maza.

SziGMA: Természetesen az egyszer(i poliéderek osztilya a poliéderek
részhalmaza! Az ,.egyszerii poliéder” fogalma leszitkiti a poliéderek
eredeti, tdgabb osztdlyit, mivel azokra a poliéderekre korlitozza,
amelyeken bizonyitdsunk els§ lemmdja teljesithetS. Az ,,egyszerfi
poliéder, amelynek lapjai egyszeresen Osszefiigg8k™ fogalma jelzi.az
eredeti osztély tovabbi sziikitését. . .

P1: Nem! A poliéderek eredeti osztilya csak olyan poliédereket tar-
talmazott, amelyek egyszerfiek, és amelyeknek a lapjai egyszeresen
Osszefiiggs sokszogek. Omega tévedett, amikor azt mondta, hogy a
lemmé4k beépitése csokkenti a tartalmat.!

OMEGA: De hit nem zir ki minden egyes lemma-beépltés egy-egy
ellenpéld4t?

P1: Persze, kizir, de fogalom-kitégit4ssal elG4llitott ellenpéldat z4r ki.
OMEGA: A lemma-beépités tehdt a torzsziil6tt-kizdrdshoz hasonl6an
konzervdlja a tartalmat?

Notice sur la vie et les travaux de Camille Jordan. In: ,,Mémoires de I’Académie de
PInstitute de France’, 1923. 59—60. 0.) a poliéderek elméletének ezt a vonasat Jor-
danhoz kapcsolja (C. Jordan: Recherches sur les polyédres. In: ,, Journal fiir die
Reine und Angewandte Mathematik™, 1866. 22—85. o.), Bell (E. T. Bell: The
Development of Mathematics. New York 1945. 460. o.) viszont Poincaréhoz
(H. Poincaré: Sur la généralisation d’un théoréme d’Euler relatif aux polyédres. In:
»Comptes Rendus de Séances de I’Académie des Sciences™, 1893. 144. o.).
1L.:92. 0.
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Pr: Nem, A lemma-beépités noveli a tartalmat, a torzsziilstt-kizérds

nem.

OMEGA : Mi? Nemesak arrél akarsz meggy68zni, hogy a lemma-beépités
nem csokkenti a tartalmat, hanem arrél is, hogy egyenesen néveli?
Hogy nem szikiti a fogalmakat, hanem kitdgitjia Bket?

PI.: Pontosan. Figyelj ide! Egy foldgsmb, amelyre politikai térképet
rajzoltak, beletartozott a poliéderek eredeti osztilyiba ?

OMEGA: Semmi esetre sem.

P1: De Cauchy bizonyit4sa ut4n belekeriilt. Mivel a legkisebb nehéz-
ség nélkiil elvégezhet8 rajta Cauchy bizonyitdsa, hacsak nincsenek
rajta gylirti alakv orszdgok vagy tengerek.!

Gw: fgy van! A bizonyit4s elvégzésében legkevésbé sem zavar
lmmllc(et, hogy a poliédereket gombbé fusjjuk fel, eltorzitjuk az éleket é&s
apokat, mindaddig amig a f j i
P 4”,51, 8 a torzitds nem véltoztatja meg a csticsok,
SziGMA: Ertem, mit akarsz mondanil A bizonyitdsbél szdrmazé
,,e.gyszen'i poliéder” ezek szerint nemcsak hogy nem szfikitése, speci-
alizalisa, hanem éppenséggel dltaldnositésa, kitdgitdsa a naiv ,,poli-
¢dereknek”.2 Cauchy bizonyitdsa el6tt aligha juthatott volna barkinek

1Vs.: 61, 0. 1. 1j.
2 Da.rboux k&zel keriilt ehhez a gondolathoz. (G. Darboux: Lettre & Houel, 12
Janvier 1874, In: F, Rostand: Souci d’exactitude et scrupules des mathématici’ens
Id. kiad. 11. 0.) Késébb Poincaré viligosan megfogalmazta:-,,... a matematikz;
kfilt?nbﬁzé dolgok azonos elnevezésének mivészete. .. Ha jol vélasztjuk meg a
klfejezge!cet, ddbbenten tapasztaljuk, hogy egy bizonyos térgyra vonatkozo vala-
mennyi bizonyitis nyomban alkalmazhaté sok mas tirgyra is; semmit, még a sza- ’
vakat sem kell megvaltoztatni, mivel a megnevezések azonossa valtak.” (H. Poin-
caré: Science et méthode. Id. kiad. 375. 0.) Fréchet ezt ,.az Altalanositas rendkiviil
h_asz.nos elvének™ nevezi, és a kivetkez5képpen fogalmazza meg: ,,Ha egy matema-
tikai objektum tulajdonsagainak az a balmaza, amelyet az objektumrél sz616 va-
lamely allitas bizonyitasidban hasznilnak, nem hatdrozza meg ezt az objektumot,
akkor az 4llitist bviteni lehet tigy, hogy egy ltalinosabb objektumra vonat-
lkozzon." M. Fr{chet: Les éspaces abstraits, Parizs 1928, 18. 0.) Fréchet hangsii-
i::nﬁin?k)’g’y( :(:;lyen élta!ﬁnositésok nem trividlisak, és ,.igen nagy eréfeszitést
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eszébe az az otlet, hogy ugy dltaldnositsa a poliéder fogalmat, hogy
gylirétt, gorbe 6, gorbe lapu ,,poliéderek” is beleférjenek, s ha mégis
eszébe jutottvolna valakinek, mint bolondsagot elvetették volna. Most
viszont ez természetes 4ltaldnositds, mivel bizonyitdsunk miiveletei
éppugy értelmezhetSk ilyen tirgyakra, mint kdz6nséges, egyenes €l
és sik lapu, naiv poliéderekre.!

P1: J6. De még egy 1épést kell tenned. A bizonyitdsbdl szdrmazé fogal-
mak sem a naiv fogalmak ,,specializiciéinak”, sem azok ,,4ltaldnosi-
tisainak” nem tekinthet8k. A bizonyitdsok és cafolatok hatdsa a naiv
fogalmakra sokkal -forradalmibb, mint gondolod: teljes egészében
kitorlik a dont8 fontossadgu naiv fogalmakat, és bizonyitdsbél szdrma-

26 fogalmakkal vdltjdk fel Bket.? A naiv ,,poliéder” terminus még a

1 Cauchy nem vette észre ezt. Bizonyitisa egy fontos szempontbdl kiilénbdzitt a

tanarét6l: Cauchy nem képzelte, hogy gumibél is késziilhet poliéder. (A. L. Cauchy:

Recherches sur les polyédres. Id. kiad.; Sur les polygones et les polyédres. Id. kiad.)

Bizonyitisi Stletében az volt az vijdonsag, hogy a poliédert feliletként képzelte el,

nem szildrd testként, mint Eukleidész, Euler és Legendre tette. De Cauchy szildrd
feliiletre gondolt. Mikor eltivolftott egy lapot és a fennmaradé térbeli sokszoghilot

stk sokszoghalora képezte le, a leképezést nem nyidjtdsnak gondolta, amely esetleg
elgdrbitheti az éleket & lapokat. Crelle volt az els6 matematikus, aki észrevette, hogy
Cauchy bizonyitisa gorbe lapi poliédereken is elvégezhets, de az egyenes élekhez
még ragaszkodott. (4. L. Crelle: Lehrbuch der Elemente der Geometrie. Id. kiad.

671—672. o.) Cayleynek viszont ,,elsd pillantdsra” felismerhetdnek tiint, hogy ,,az
elmélet nem véltozik nagymértékben, ha megengedjiik, hogy az élek gorbe vonalak
legyenek’’ (4. Cayley: On the Partitions of a Close. In: ,,The London, Edinburgh,
and Dublin Philosophical Magazine and Journal of Science”, 1861. 425. o0.). Tole
fiiggetleniil ugyanezt a megjegyzést tette Németorszigban Listing (J. B. Listing:
Der Census raumlicher Complexe. Id. kiad. 99. o.) és Franciaorszigban Jordan
(C. Jordan: Recherches sur les polyédres. Id. kiad. 39. o0.).

2 A fogalomalkotdsnak ez az elmélete a fogalomalkotdst a bizonyitdsokkal és cdfo-
latokkal kéti 3ssze. Pblya a fogalomalkotist a meg figyelések kel parositja: ,,Amikor a

- fizikusok »elektromossigrél« vagy az orvosok »fert6zésrSl« kezdtek beszélni, ezek

homalyos, zavaros, kusza terminusok voliak. A tud6sok altal ma hasznalt »elektro-
mos tdltés«, »elektromos dram«, »gombas fert8zés«, »virusos fertézés« fogalmak
Osszehasonlithatatlanul vildgosabbak és ‘hatirozottabbak. De a megfigyelések
milyen irdatlan tdmege, milyen sok &tletes kisérlet hizodik a kétféle terminolégia
mdgdtt — és néhany flagy felfedezés is. Az indukcié megvéltoztatta a terminolégiat, -
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fogalomnak a c4folék 4ltal végzett kit4gitdsa utdn is valami kristaly-
szeri dolgot jelolt, egy szildrd testet, ,,sik” lapokkal és egyenes élek-
kel. A bizonyitisi Stletek elnyelték és teljesen megemésztették ezt a
naiv fogalmat. A kiilénbsz3, bizonyitisokbél szdrmazé tételekben
semmi nincs a naiv fogalombél. A naiv fogalom nyomtalanul eltfint.
Helyette minden bizonyitis kitermeli a r4 jellemz8, bizonyitdsbél
szirmazé fogalmakat, amelyek a ‘nyuijthatésigra, felfujhat6sigra,
fényképezhet&ségre, vetithetSségre és hasonlékra vonatkoznak. A régi
probléma eltiint, és vjak keletkeztek. Kolumbusz ut4n mér nem kellene
meglepSdni, ha az ember nem azt a problémat oldja meg, amelynek
megoldésat elhatdrozta, '
SziGMA: fgy a ,,szilard testek elmélete”, az Euler-sejtés eredeti ,,naiv”
birodalma eltfinik, és az ujramodellezett sejtés felt(inik a projektiv
geometridban, ha Gergonne szerint bizonyitjuk, az analitikus topol6-
gidban, ha Cauchy szerint bizonyitjuk, az algebrai topol6gidban, ha
Poincaré szerint bizonyitjuk. . . ‘
P1: Nagyon helyes. Es most m4r meg fogod érteni, hogy miért nem
. Ugy fogalmaztam meg a tételt, mint Alfa vagy Béta, azaz, hogy ,,Min-
- den Gergonne-féle poliéder Euler-féle”, vagy ,,Minden Cauchy-féle
poliéder Euler-féle” stb., hanem ink4bb gy, hogy ,,Minden Gergonne-
féle targy Euler-féle”, »Minden Cauchy-féle tirgy Euler-féle” stb.
Vagyis nemcsak azt tartom érdektelernek, hogy a naiv fogalmak egzakt
voltdrdl, hanem azt is, hogy a naiv sejtések igaz vagy hamis voltdrdl
vitatkozzunk. o :
BETA: De biztos, hogy fenntarthatjuk a spoliéder” terminust kedvenc
bizonyit4sbél szdrmazé fogalmunk, mondjuk, a ,,Cauchy-féle tar-
gyak” esetében?

tisztAbb4 tette a fogalmakat. A folyamatnak ezt az aspektusat, a fogalmak induktiv
tisztAzAsAt megfeleld matematikai példakkal is szemléltethetjiik.” (G. Pdlya:
Mathematics and Plausible Reasoning. Id. kiad. I. k. 55. 0.) De még ez a hibis,
induktivista fogalomalkotasi elmélet is szerencsésebb annil a tdrekvésnél, amely a
fogalomalkotast autondmmd, a fogalmak , tisztdzdsdt”, ,.explikdldsds™ a tudoméa-
nyos vitak eléfeltételévé tenné.

1L.: 104, o.
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P1: Ha akarod, igen, de ne felejtsd el, hogy terminusod mdr nem azt

 jeloli, amit jelélni akart, hogy naiv jelentése eltlint és most egy...
- BETA: ... 4ltalanosabb, helyesbitett fogalomra alkalmazzuk!

P1: Nem! Egy egészen mis, 1ij fogalomra.
SzIGMA: Szerintem nézeteid paradoxok!
P1: Ha ,,paradoxonon” ,,egy még nem 4ltaldnosan elfogadott véle-

ményt™! értesz, amely esetleg nem felel meg kovetkezetesen a beléd
vés8dott naiv gondolatoknak, akkor igen. Csak paradox g.ondolafok-
kal kell felvltanod naiv gondolataidat. Ez lehet az egyik médja a
paradoxonok ,,felold4sdnak”. De melyik konkrét nézetemre gondolsz?
SziGMA : Emlékszel, egyes csillagpoliédereket Euler-féléknek taldltunk,
mésokat viszont nem. Olyan bizonyitést kerestiink, amely elég fnély
ahhoz, hogy mind a k6z6nséges, mind a csillagpoliéderek euleri jelle-
gét megmagyardzza. ..

EpsziLoN: Nekem van egy ilyen bizonyitdsom.* .
SziGMA: Tudom. De csak a vita kedvéért képzeljiik el, hogy nincs
ilyen bizonyit4s, és ehelyett valaki az Euler-féle ,,k6zonséges” 13011-
éderekre vonatkozé Cauchy-bizonyit4s mellett egy ennek megfelels, de
egészen mdas bizonyitdst ad az Euler-féle csillagpoliéderekre. El?ben az
esetben a két kiilonboz6 bizonyitds miatt azt javasolnidd, Pi, hogy
bontsuk két részre azt, amit kordbban egy oszt4lyba soroltunk ? Es két
teljesen kiilonbéz8 dolgot egy. elnevezéssel egyesitenél csupin 'azért,
mert valaki néhdny tulajdonsdgukra k6z6s magyardzatot taldl?

P1: Természetesen ezt tenném. Semmi esetre sem nevezném a -bél.nét
halnak, a r4diét hangos doboznak (ahogy a primitiv népek teszik),
és nem idegesit, ha egy fizikus az iivegr§l mint folyadékrél vbgszé’l.
A halad4s folyamin valéban elméleti osztdlyozds, azaz elméletbSl
(bizonyit4sbol, vagy ha tgy tetszik, magyardzatbél) szdrmaz6 osztd-
lyozés véltja fel a naiv osztdlyozdst. A sejtéseknek és a fogalmaknak

1 T. Hobbes: The Questions Concerning Liberty, Necessity and Chance. In:
W. Molesworth (szerk.): The English Works of Thomas Hobbes. 5. k. London
1841, Biralatok a pilspok valaszardl, XXI.

*L.:102. 0. * .
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4t kell menni a bizonyitésok és c4folatok purgatériumén. A naiv sej-
téseket és a naiv fogalmakat tilhaladjék a bizonyitdsok és cdfolatok
mddszerébil kinévd helyesbitett sejtések (tételek) és fogalmak (bizo-
nyitdsbol szdrmazd vagy elméleti Jogalmak). Es ahogy az elméleti gon-
dolatok és fogalmak tulhaladjik a naiv gondolatokat és fogalmakat,
az elméleti nyelv tilhaladja a naiv nyelvet.1 S

1 Erdekes nyomon kdvetni a poliéderek meglehetGsen naiv osztalyozistol a teljes
elm.életi osztalyozishoz vezet6 fokozatos véltozisokat. Az elss nemcsak egyszerd
poliéderekre kiterjed6 naiv osztélyozis Lhuilier-t6l ered, aki az dregek, alagutak és
whels6 sokszigek® szima szerint osztilyozta a poliédereket. (L.: 121, o. 1. 1j.)
a) Uregek. Euler els6 bizonyitisa — &s véletleniil magaé Lhuilier-6 is (S. 4. J.
Lhuilier: Mémoire sur la polyédrométrie, Id, kiad. 174—177. 0.) — a szildrd test

felbontésén alapult, Ezt ligy csinlték, hogy vagy egyenként levigtak a sarkokat, -

vagy a test belsejében felvett pontb6i vagy pontokbél kiindulva gt
4 gulikra bontottak
fel. Cauchy bizonyitasanak Stlete azonban— amelyr6l Lhuilier nem tudott — a po-

liedrikus feliilet felbontasin alapult. Amikor a poliedrikus feliiletek elmélete til-
haladta a poliedrikus szilird testek elméletét, az iiregek érdektelenné valtak: egy f

»lireges poliéderbsl™ a poliéderek egész osztdlya lett. fgy régi, torzsziilott-kizird
2. definiciénk (33. o.) bizonyitasbél szérmazb, elméleti definfciéva vélt, és az
»lreg” taxonémiai fogalma eltiint a fejlédés f6sodrabol,

b) f{lagwak. Mir Listing kimutatta, hogy e fogalom nem kielégits. (L.: 121. o.
1. 1j.) A fogalom felvaltisa nem abb6l eredt, hogy ,,explicitté tették® az alagit
»homélyos™ fogalmat, ahogy azt Carnap kavetsi vérnak, hanem abbol, hogy meg-

Probaltik bizonyitani és cafolni Lhuilier riajv sejtését az alagutas poliéderek Euler- .

karakterisztika jarél. Ennek sorén eltlint az n alagtittal rendelkezs poliéder fogaima,
és a ,,t8bbszorss Osszefiiggés” bizonyitasbol szirmazd fogalma keriilt a helyére.
Néhany {nunkéban még megtalljuk a naiv terminust az 1j, bizonyitisbél szirmazé
fogaloni jellésére: Hoppe az ,alagutak’ szamat azoknak a vigasoknak a szdmaval
hatirozza meg, amelyek elvégzése utén a poliéder még Osszefiiggd marad (R.Hoppe:
Erg'aflzung des Eulerschen Satzes von den Polyedern. Id. kiad. 102. o.). Ernst
Steinitznél az alagt fogalmét mar annyira Atitatta az elmélet, hogy semmi ,,Ké-
nyeges” kiilonbséget nem tud felife i Lhuilier-nek az alagutak szima mn,ntx
o§ztélyo7.ﬁsa ésa tﬁbbszbrﬁ_s ésszefiiggéﬁg szerinti osztalyozis kizdtt, Ezért aztin
»jOrészt mdokolatlannak" tekinti Listing kritikAjat Lhuilier oszthlyozisaval szem-
ben. (. Steinitz: Polyeder und Raumeinteilungen. Id. kiad, 2. 0.)

c) ,.,Belsd sokszdgek”, Ezt a naiv fogalmat is hamar felvéltotta eldszdr a gy(lr( alaku,
majda _ti:sbbszarasen Osszefiiggs lapok fogalma (vS. még: 145. o. 2. 1j.) (felvdltotta
és nem ,,explicitté tet "', mivel a ,,gylir6i alaky lap” semmiképpen sem a ,,bels§

138

OMEGA: Végill a naiv, esetleges, pusztin névleges osztilyozéstél a
végsb, igaz, val6di osztilyozishoz, a tokéletes nyelvhez jutunk majd
el

¢) Visszatérés a logikai
és heurisztikus cdfolatokra

Pr: Hadd vessek fel ismét néhdny olyan kérdést, amely a deduktiv
taldlgatdssal kapcsolatban meriilt fel! Vegyiik elGszor a logikai &
heurisztikus ellenpélddk problémijat, ahogy az Alfa-és Théta vitéjé-
ban felvet6d6tet

Szerintem sikeriilt kimutatnom, hogy még az uigynevezett ,,logikai” A
ellenpélddk is heurisztikusak. Az eredeti értelmezésben nem volt
ellentmondis a kozott a két 4llitds kdzott, hogy @) minden poliéder
Euler-féle és b) a képkeret nem Euler-féle.

Ha eredeti nyelvezetiink hallgat6lagos szemantikai szabslyaihoz-
tartjuk magunkat, ellenpélddink nem.ellenpélddk. Csak az véltoztatja

ket logikai ellenpélddkk4, hogy fogalom-kit4gitéssal megvéltoztatjuk

a nyelvi szabélyokat. ,
GamMa: Ugy érted, hogy minden érdekes céfolat heurisztikus?

P1: Pontosan tgy. Nem lehet elvilasztani egyrészt a céfolatokat és
bizonyitdsokat, mAsrészt a fogalmi, taxonémiai, nyelvi keret vAltoz4-

sokszg™ explikilisa). Amikor azonban egyrészt a feliiletek topoldgiai elmélete,
mésrészt a grafelmélet talhaladta a poliedrikus feliiletek elméletét, minden érde-
kességét elvesztette az a probléma, hogy miként befolyasoljik a tobbszdrosen
Bsszefiiggs lapok a poliéder Euler-karakterisztiké jat. :

Az elsd naiv oszthlyozis hirom kulcsfogalmabol tehét mindbssze egy ,,maradt”,
az is alig felismerhet forméban; az altalinositott Euler-formula — mostanig —
fgy redukélodott: c—é+-le=2—2n. (A tovabbi fejleményeket 1.: 135. o. 1. lj.)
,lAnﬁanaivomélyodstﬂkﬁ,ananinaﬁstékmmﬂlnakmemuigazségtél,

~ amikor azt 4llitjék, hogy a poliéderekben az egyetlen kézds dolog a nevilk. De a ;

bizonyitasok és chfolatok évszizadai utin a poliéderek elméletének fejlédésével az
elméleti osztilyozis 1ép a naiv osztalyozis helyébe, és az egyensily a realistak javé-
ra billen. Az 4ltalinos fogalmak probléméjat annak fényében kellene feliilvizsgalni,
hogy a tudis fejl6désével a nyelvek is valtoznak.
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sait. Ha ellenpéld4val keriiliink szeinbe, éltaléban két lehet8ségiink

van: vagy nem zavartatjuk magunkat, mivel adott L, nyelviinkben ez
egyaltalin nem ellenpélda, vagy megéllapodunk abban, hogy fogalom-

kitagit4dssal megvéltoztatjuk nyelviinket, és az uj, L, nyelvben elfo-

gadjuk az ellenpéldit. . .
DzETA: ... és Ly-ban megmagyardzzuk ! .
P1: A hagyoményos merev ésszerliség szerint az els8 alternativat kelle-

ne vilasztanunk. A tudomény azonban arra tanit, hogy a mdsodikat

vélasszuk. .
GAMMA: Vagyis lehet, hogy két 4llitdsunk L,-ben Gsszeegyeztethets,
de ha 4tkapcsolunk L,-re, akkor ellentmondanak ‘egymasnak. Az is
lehet, hogy L,-ben két 4llitas ellentmondé, de ha 4tkapcsolunk L,-
- Te, ka.xkkor OsszeegyeztethetGk. A tudds fejlddésével valtozik a nyelv.
»Minden alkoté korszak egyben a nyelv véltozdsdnak korszaka is.”?
A tudis fejl6dése nem modell4lhat6 egyetlen adott nyelvben.
_lfx: Helyes. A heurisztika a nyelv dinamikaj4val, mig a logika a sta-
tikus nyelvvel foglalkozik, .o o

1 L. Félix: L’aspect moderne des mathématiques. 1957, 10. 0. A logikai pozitivistak
szerint a filozéfia kizdrélagos feladata olyan ,,formalizélt” nyelvek alkotésa, amely-
pen a tudomény mesterségesen befagyasztott allapotai fejezddnek ki (l4sd Carnap-
idézetiinket; 14. 0.). De ilyen kutatésok aligha kezdGdnek el addig, amig a tudo-
many gyors fejlddése félre nem 18ki a régi ,.nyelvi rendszert”. A tudomény arra ta-
nit,_ hogy ne tiszteljiink semmiféle fogalmi-nyelvi keretet, nehogy fogalmi bértdnné
viljon. A nyelvanalitikusoknak hagyominyos érdekiik, hogy legalabb lelassitsik
ezt a folyamatot, s fgy igazoljak nyelvi gy6gymédjukat, azaz, hogy bebizonyitsak,
rendkiviil fontos visszacsatolast és értéket jelentenek a tudomény szimara, nem
satnyulnak ,,teljesen aszott, jelentéktelen hizalSkki™ (4. Einstein: Levél P. A.
Schﬂ.ppnek. 1953, Kdzli P. A. Schilpp: The Abdication of Philosophy. In: ,,Kant
Studien”, 1959—60. 490—491. 0.). A logikai pozitivizmus hasonlé kritikajat adta

i’;.x;p;r (L.: K. R. Popper: The Logic of Scientific Discovery. London 1959. 128. o.
e .
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d) Teoretikus és naiv fogalom-kitdgitds.
Folytonos és kritikai fejlédés

GAMMA: Azt igérted, visszatérsz arra a kérdésre, hogy a deduktiv -
taldlgat4s megadja-e a tudés fejlédésének folytonos séméjit vagy nem.
P1: Hadd vézoljak fel el8sz6r néhdnyat a sok tdrténeti forma koziil,
amelyet ez a heurisztikus séma felvehet.

Az elsé fG séma esetében a naiv fogalom-kitdgitds messze maga
mogott hagyja az elméletet, és ellenpélddk roppant kdosz4t sziili; naiv
fogalmaink kitigulnak, de nem lépnek helyiikbe elméleti fogalmak.
Ebben az esetben a deduktiv taldlgat4s — aprdnként — kiegyenlitheti
az ellenpéld4k lemaraddsit. Ez, ha gy tetszik, egy folytonos ,,altal4-
‘nosité” séma, de ne felejtsiik el, hogy cafolatokbél indul ki, hogy foly-
tonossdgét a séma heurisztikus céfolatainak fejl6ds elméletébdl ad6do,
egyenként elvégzett magyarazat biztositja.

GAMMA: Vagy a ,folytonos” fejlédés csak azt jelzi, hogy a cifolatok
mérfoldekkel el6bbre jarnak! ‘ :

P1: Ez igaz. De el6forduthat, hogy minden egyes céfolatot vagy a naiv
fogalmak minden egyes b8viilését kozvetleniil koveti az elmélet (és az
elméleti fogalmak) olyan bdviilése, amely megmagyardzza az ellen-

- példat; ilyenkor a ,,folytonossdg” a fogalom-kitagité cifolatok és az

-egyre hatékonyabb elméletek, a naiv fogalom-kitdgitds és az értelmez8
elméleti fogalom-kitdgitds izgalmas véltakozdsdnak adja 4t helyét.
SziGMA: Két jarulékos tdrténelmi varidcié ugyanarra a heurisztikai
témara! . : ,

P1: H4t voltaképpen nincs sok kiilénbség koztiik. Mindkett6nél
abban dll az elmélet ereje, hogy fejlédése sordn képes megmagyardzni a
cdfolatokat. De a deduktiv taldlgatisnak van egy mdsodik f6 sémdja. . .
SziGMA: Még egy jarulékos varidci6 ?

P1: Ha tgy tetszik, igen. Ebben a véltozatban azonban a fejl6d6 elmé-
let nemcsak magyardzza, hanem sziili is céfolatait.

Sz1GMA: Micsoda? T

P1: Ebben az esetben az elmélet fejl6dése megeldzi — s6t, ténylegesen
felszimolja — a naiv fogalom-kitdgitdst. Példdul Cauchy tételébdl

141



indulunk ki tigy, hogy egyetlen ellenpélda sincs a 1ithatdron. Ezut4n
ellenGrizziik a tételt, minden lehetséges médon 4talakitva a poliédert:
kettévagjuk, levégjuk a gila alaku sarkokat, meghajlitjuk, eltorzitjuk,
felfiijjuk. . . Ezek koziil az ellen8rzési Stletek kéziil néhdny bizonyit4si
Gtletre vezet! (eljutunk valami olyanhoz, amir8l tudjuk, hogy igaz,
majd visszafordulunk, azaz a papposzi analizis-szintézis sémit kovet-
jik), mésok viszont, mint Dzéta wkettSs ragasztisi proébdja”, nem va-
lami ismerthez vezetnek vissza, hanem valédi tjdonsighoz, az ellen-
Orzott tétel heurisztikus cafolatshoz — nem egy naiv fogalom, hanem
az elméleti keret bévitésével, Az ilyenfajta céfolat Onmagit magyar4z-
za... :
I6TA: Milyen dialektikus! Miutén az ellenGrzések bizonyit4ss4 alakul-
- nak 4t, az ellenpéldik — magyardzatuk t6kéletes médszere révén —
példakka vélnak. ..
Pr: Miért dialektikus? Egy 4llit4s ellendrzése egy mdsik, mélyebb
allitds bizonyitdsava, az els§ 4llit4s ellenpélddi a mdisodik 4llitss
péld4ivé vélnak. Miért nevezziik dialektikdnak a zfirzavart? De hadd
térjek vissza az én kérdésemre! Nem hiszem, hogy a deduktiv talélga-
tds mésodik f§ sém4jit a tud4s folytonos fejlédéseként lehetne értel-
mezni, ahogy Alfa tenné.
ALFA: Dehogynem lehet! Hasonlitsd dssze a mi médszeriinket Ome-
génak azzal az elgondolds4val, hogy az egyik bizonyit4si Gtletet egy
radikalisan kiilonbézs, mélyebb otlettel valtja fell Mindkét médszer

néveli a tartalmat. Mig azonban médszerében Omega a bizonyités -

olyan mfiveleteit, amelyek egy szlik tartomédnyban alkalmazhat6k,
olyan miiveletekkel vdltja Jfel,amelyek t4gabb tartomanyban alkalmaz-
hat6k, vagy radik4lisabban fo galmazva, az egész bizonyitést egy tdgabb
tartomdnyban alkalmazhat6 bizonyit4ssal véltja fel, a deduktiv tal4l-
gatds az alkalmazhatésigit ndvel§ miveletek hozziadésival kiter-
Jeszti az adott bizonyitést. Ez taldn nem folytonosség?

1 Pélya kiil6nbséget tesz az ,,egyszeri”* és a ,,szigort” ellendrzés kozott. A ,,szi-
8ord” ellendrzés eredménye esetleg ,elsd jelzés egy bizonyitist6!” (G. Pélya:
* Mathematics and Plausible Reasoning. Id. kiad. L. k. 34—40. 0.).
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SZIGMA: Igaza van! A tételbS] még tégabb tételek sorozatit vezetjiik
le! A speciélis esetbdl egyre tobb 4ltaldnos esetet! Altaldnositds de-
dukciéval it

P1: De tele van ellenpélddkkal, ha egyszer felismerjiik, hogy a tarta-
lom bdrmely ndvelése, bdrmely mélyebb bizonyitas az el8z8, gyengébb
tételek heurisztikus cdfolatait koveti vagy véltja ki. . .

ALFA: Théta kiterjesztette az ,,ellenpélda” fogalméit a heurisztikus
ellenpéldékra is. Te most olyan heurisztikus ellenpéldékra terjeszted
ki, amelyek val6jdban sohasem 1éteznek. Az az allitdsod, hogy ,,m4-
sodik sém4d” tele van ellenpélddkkal, azon alapul, hogy kiterjeszted
az ellenpélda fogalmdt a zéré élettartamii ellenpélddkra, amelye?knek
a felfedezése egybeesik magyardzatukkal! De miért kellene ‘minden
intellektualis tevékenységnek, a tartalom novekedéséért egy egységes
elméleti kereteh beliil vivott minden kiizdelemnek ,.kritikainak”
lennie? Dogmatikus ,.kritikai magatartdsod” elkédositi a kérdést!
"TANAR: A maga és Pi kozti vita kétségteleniil k5dos, hiszen a maga
s»folytonos fejlédése™ és Pi ,kritikai fejl6dése™ tokéletesen Osszefér.
Engem jobban érdekelnek a deduktiv talilgatis vagy »folytonos
kritika™ korldtai, ha vannak egy4ltaldn.

e) A tartalom ndvekedésének korldtai.
Teoretikus és naiv cifolatok

Pr: Szerintem a ,,folytonos” fejlédés eldbb vagy utébb zsikutcéba
torkollik, eléri az elmélet telitettségi hatdrdt. !

'GaMMA: De biztos, hogy valamelyik fogalmat mindig t4githatom!
P1: Természetesen. A naiv fogalom-kit4gitis folytatédhat — de az
elméleti fogalom-kitégitdsnak korldtai vannak. A.naiv fogalom-
kit4gitdssal végzett cafolatok csak gyenge Ssztdnzések arra, hogy el-

1 Az informdlis logikaban egyéltalin nem okoz gondot az a ,,matematikiban oly-
annyira megszokott, de a kezd vagy magit haladénak tekint® filozéfus szﬁméra
mégis meglepd tény, hogy az altalanos eset logikailag ekvivalens lehet egy speciélis
esettel”” (G. Pdlya: Mathematics and Plausible Reasoning. Id. kiad. L. k. 17. o.).
V8. még: H. Poincaré: La science et I'hypothése. Id. kiad. 31—33. o.
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jussunk az elméleti fogalom-kitégitdshoz. Kétféle cifolat van tehat,
Az els6 fajtéra véletleniil vagy szerencsével, vagy egy fogalom dnkényes
tagitdsdval bukkanunk rd. Ezek csodaszerfiek, ,,rendhagy6” viselke-
désiik megmagyar4zhatatlan. Csak azért fogadjuk el 8ket johiszemii
ellenpéldiknak, mert hozz4szoktunk a fogalom-kit4gité kritika elfo-
gadésihoz. Ezeket naiv ellenpélddknak vagy bizarr otleteknek neve-
zem. Azutdn vannak az eiméleti ellenpélddk : ezeket eredetileg bizonyi-
tés-kitdgitds hozza létre, vagy olyan bizarr Stletek, amelyeket kit4-
gitott bizonyitdsokkal kapunk, ezek magyarazzak, igy emelkednek
elméleti ellenpéld4va. A bizarr Stleteket nagy gyanakvéssal kell szem-
IéIni: nem lehetnek igazi ellenpéldak, hanem egy egészen mds elmélet
példdi — ha nem egyértelmifen hibék. :

SziGMA: De mit tegyiink, ha megakadunk? Amikor az eredeti bizo-
nyitds tdgitisdval nem tudjuk elméletivé alakitani naiv ellenpélddinkat?
P1: Ujra és tjra megprébélhatjuk; hogy elméletiinkben nincs-¢ meg
még mindig a fejlédés rejtett képessége. Néha azonban j6 okunk van
arra, hogy feladjuk a prébéalkozasokat. Théta példaul helyesen mutatta
ki, hogy ha deduktiv taldlgatdsunk egy csucsbdl indul ki, nemigen
vérhatjuk t6le, hogy valaha is megmagyarédzza a csiics nélkiili hengert.
ALFA: Vagyis a henger nem torzsziilstt, hanem egy bizarr 6tlet volt!
THETA: De a bizarr Stleteket nem szabad lebecsiilni! Fzek a valodi
céfolatok: nem illeszthet8k fe a folytonos ,,4ltal4nosit4sok” séméjaba,
és ténylegesen arra kényszerithetnek, hogy forradalmasitsuk elméleti
rendszeriinket. ..l '

1 Cayley és Listing komolyan vette a poliéderek elmélete alapfogalmainak kitagi-

thsit. Cayley az é/ fogalmé4t »egy csiicstél Snmagihoz vagy egy masik csticshoz
vezet6 t”-ként hatéirozta meg, de elképzelhetdnek tartotta, hogyaz élek olyancstics
nélkiili zArt gérbékké fajulnak, amelyeket ,.kontiiroknak® nevezett (A. Cayley:
On the Partitions of a Close, Id. kiad. 426. 0.). Listing a ,,vonalak® terminust
hasznélta a két vagy egy csticsi, vagy egyetlen cstccsal sem rendelkez6 élekre
(J. B. Listing: Der Census raumlicher Complexe. Id. kiad. 104. o0.). Mindketten
észrevették, hogy teljesen uj elméletre van sziikség azoknak a »bizarr Gtleteknek”
a megmagyarazisira, amelyeket liberalis fogalmi keretiikkel honositottak meg.
Cayley ,,A zdrtsdg felosztdsdnak elméleté”- , Listing, a modern topolégia egyik
nagy ttdrbje, ,,4 térbeli komplexumok dsszelrdsd”-t talalta fel,
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OMEGA: J6! Lehet, hogy az ember eljut a deduktiv taldlgatds egy
partikuldris sorozatinak relativ telitettségi hatdrdig — de ekkor egy
forradalmian 1j, mélyebb bizonyitasi Stlete tdimad, amelynek nagyobb
magyarazé ereje van. Végiil mégis eljutunk egy végsé .bizonyl'téshoz,
amelynek nincs korl4tja, telitettségi hat4ra, és amely bizarr Stletekkel
sem cafolhaté! ,

P1: Micsoda? Egyetlen egységes elmélet a viligegyetem valamennyi
jelenségének magyardzatira? Sohal El8bb-utébb eljutunk egy abszo-
lut telitettségi hatdrszerli valamihez. .

GamMma: En voltaképpen nem t6r6dom vele, hogy igen vagy nem.
Ha egy ellenpéldat a bizonyitas olcsé, trividlis kitdgitdsaval meg lehet
magyarézni, ezt az ellenpéldit én mdris bizarr 6tletnek tek.llntem;
Megismétlem: semmi értelmét sem litom annak, hogy.a sspoliédert’
Ggy altaldnositsuk, hogy magdba foglalja az iireges poliédert; e”z ?em
egy poliéder, hanem poliéderek egy osztilya. En a ,,tébbsz?roscn
Osszefiiggd lapokat” is elfelejteném: miért ne hiizzuk meg a hlé.nyzé
4tlékat? Ami pedig az ikertetraédereket befogadé 4ltaldnositést illeti,

‘a puskdm utén nyulnék: ez csak arra szolgl, hogy bonyolult, nagy-

képi formuldkat alkossunk foloslegesen. )
RHO: Végre wjra felfedezted az én mbédszeremet, a torzsziilsttek kiiga-
zitds4t!! Ez a médszer megszabadit a sekélyes 4ltaldnositést6l. Ome-
ginak nem lett volna szabad ,,mélységnek” nevezni a tartalmat;
a tartalom névekedése nem mindig jdr a mélység novekedésével. Gon-
doljatok csak a (6) és a (7) formulédra!?

1L.: 55—59. 0. és 65—67. o. L

2 Igen sok matematikus képtelen megkiildnbdztetni a trividlist a nem mvxéhftél.
Kiilonosen kinos ez akkor, amikor a relevancia irdnti érzék hidnya azzal az 111\5-
zi6val parosul, hogy az ember képes olyan egészen tokéletes formulat konstrué.lm,
amely feldlel minden elképzelhetd esetet. (VO.: 122. o. 1. 1j.) Azilyen materflanku-
sok esetleg évekig dolgoznak egy formula ,,végs8™ 4ltalanositisan, és végiil csak
néhéany trivialis helyesbitéssel bvitik ki. Becker, a lgivélé matematikus, szérakoz-
tatdé példajat adja ennek: sokéves munka utin létrehozta a c—é+l=4.—213+q
formulat, ahol n az ahhoz sziikséges vagiasok szimét jelenti, hogy a poliedrikus -
feliiletet olyan egyszeresen Osszefiigg$ feliiletekre osszuk fel, amelyek esetében
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ALFA: Vagyis te megélln4l az (5) formul4mn4l?

GAMMA: Igen. A(6) és (7) nem fejlédés, hanem elfajulds. Ahelyett,
hogy a (6) és (7) formuléval folytatnim a levezetést, én ink4bb valami
izgalmas \j ellenpéld4t keresnék, és azt préb4lndm megmagyarazni
ALFA: Végiil is, igazad lehet. De ki dénti el, hol kell megéllni? A mély-
ség csak izlés dolga.

GAMMA : Miért nincsenek matematikai kritikusok, ahogy vannak iro-

dalmi kritikusok, hogy nyilvinos kritikéval fejlesszék a matematikai -

¢—é+I=1; q pedig azoknak az atlbknak a szima, amelyeket meg kell htizni ahhoz,
hogy az dsszes lapot egyszeresen Osszefiiggbvé redukaljuk. (J. C. Becker: Uber
Polyeder. Id. kiad, 72. 0.) Becker nagyon biiszke volt eredményére, amely — szerin-
te — ,teljesen 1j megvildgitasba’ helyezett, s6t, ,,lezart™ ,,egy olyan témaét, amely
irant (elStte) olyan emberek érdeklédtek, mint Descartes, Euler, Cauchy, Gergonne,
Legendre, Grunert és von Staudt” (uo. 65. 0.). De hirom név kimaradt olvasmanyai
kéziil: Lhuilier, Jordan és Listing. Amikor felhivtak a figyelmét Lhuilier-re, néhany
szomort sort tett kézzé, amelyben elismerte, hogy ezt Lhuilier mar 6tven évvel
koribban tudta. Ami Jordant illeti, 5t nem érdekelték a gytr( alaku lapok, de tor-
ténetesen érdekelni kezdték a korlatos nyitott poliéderek ; ezért szerepel képletében
az m, a hatarolé vonalak szima, az n mellett (C. Jordan. : Résumé de recherches sur
la symétrie des polyédres non Eulériens. In: ,,Journal fiir die Reine und Ange-
wandte Mathematik”, 1866. 86. 0.). fgy Becker egy 4j cikkében dsszekapcsolta
Lhuilier és Jordan képletét: c—€é+1=2-2n+g+m (J. C. Becker: Nachtrag zu
dem Aufsitze iiber Polyeder. In: nZeitschrift filr Mathematik und Physik’*, 1869.
343. 0.). De zavaraban talsdgosan elsiette a dolgot, és nem emésztette meg eléggé
Listing hosszii dolgozatét. fgy hat szomoriian azzal zirta cikkét, hogy ,,Listing
altalanositasa még 4tfogsbb™, Mellesleg, kés3bb megprobalta a formulst a csillag-
poliéderekre is kiterjeszteni. (J. C. Becker: Neuer Beweis und Erweiterung eines
Fundamentalsatzes iiber Polyederflichen. Id. kiad.; vo.: 56. o. 3. Ij.)

1 Lehetnek emberek, akiknek nyarspolgéri elképzeléseik vannak a cdfolatok csik-
keni hozadékatorvényének €rvényesiilésér6l. Gamma biztosan nem tartozik k6zéjiik.
Most nem tériink ki az egyoldali poliéderekre (A. F. Mébius: Uber die Bestim-
mung des Inhaltes eines Polyeders. Id. kiad.) vagy az n-dimenzids poliéderekre
(L. Schidfii: Theorie der vielfachen Kontinuitat. Id. kiad.). Ezek megerQsitenék
Gamma reményét, hogy teljesen vératlan fogdlom-kitagit6 cifolatok egy egész
elméletnek j — esetleg forradalmi -~ 18kést adhatnak,
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-a matematikai irodalomban.!

kozizlést? Még a nagyképii trivialitdsok 4radatdnak is ellendllhatnénk
SziGMA: Ha megéllunk az (5) formuldnal, és a poliéderek elméleté
héromszigekre osztott gombok elméletévé alakitjuk 4t, hogyan tudun.k
sziikség esetén megbirkézni a (6) és (7) formuldval magyarizott tri-
vidlis rendellenességekkel ? .
MuU: Gyerekjaték! : . '

THETA: J61 van. Akkor pillanatnyilag 4lljunk meg az (5) formul4dn4l!
De megdllhatunk-e? A fogalom-kitdgitds esetleg megcifolja az (5)
formuldt! M:gtehetjiikk, hogy nem vesziink tudomést egy fogalom
kitdgitdsdrél, ha csak olyan ellenpélddt eredményez, amely tét?li'mk
tartalménak szegényességére utal. De mit tegyiink, ha a fogalom-kit4gi-
tés olyan ellenpéldét eredményez, amely egyszerfien azt mutatja, hogy
a tétel hamis? Egy bizarr &tlet magyardzata kedvéért eltekinthetiink a
tartalmat novel§ 4. szabdly és 5. szabdly alkalmazisatdl, de a tartal-
mat meg8rz8 2. szabdlyt alkalmaznunk kell, hogy kivédjitk a bizarr
Otletbdl ered8 céfolatokat. . s
GAMMA: Errél van szé! Elejthetjiik az olcsé ,,dltaldnositdsokar”, de
aligha vethetjiik el az ,,0lcs6” cdfolatokat.

SzIGMA: Miért nem épitiink fel egy torzsziilott-kiz4ré definici6t a

1 Pélya kifejti, hogy a sekélyes, olcsd ltaldnositas s,manapsig divatosabb, mint
azelStt. Az efféle altalanosités egy aprécska gondolatot hatalmas terminol6gidval
higit fel. A szerz6k &ltaliban még ezt a gondolatocskat is szivesebben veszik at
valakit6l, tartézkodnak att6l, hogy barmiféle eredeti megjegyzést flizzenek hozza,
és gondosan keriilik, hogy barmilyen problémit megoldjanak, eltekintve attél a
néhény problémétsl, amely sajt terminologisjuk nehézségeibél fakad. Nagyon
kdnny( lenne példikat hozni, de nem akarom magamra haragitani az embereket.”
(G. Pélya: Mathematics and Plausible Reasoning. Id. kiad. I. k. 30. 0.) Szizadunk
egy masik nagy matematikusa, Neumann Janos, szintén figyelmeztetett az ,,elfa-
julas veszélyére”, de szerinte ez a veszély nem lenne olyan nagy, ba ez ,,a tudo-
manyag kivételesen fejlett izlésii emberek befolyésa alatt allna’ (Neumann Jdrm
A matematikus. Vélogatott el6adasok és tanulményok . Bp. 1965. 27. 0.). Az ember
persze nem biztos abban, hogy a ,,publikilj vagy pusztulj” jelszé koréban a ,ki-
Vételesen fejlett fzlésti emberek befolyasa™ elég lesz a matematika megmentéséhez.
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poliéderre tigy, hogy minden egyes bizarr Stletnek megfelel8en egy dj
kikotéssel egészitjiik ki a definfciot?

THETA: Mindkét esetben visszatér régl lidércnyomésunk, a rossz vég-
telen.

ALFA: Amig tartalmat ndveliink, gondolatokat fogalmazunk meg,
matematik4val foglalkozunk, amikor ezutin fogalmakat tisztizunk,
- nyelvészettel foglalkozunk. Miért nem hagyjuk abba az egészet akkor,
amikor abbahagyjuk a tartalom novelését? Miért esiink bele a rossz
végtelen csapdéjiba ?

MU: Elég volt a matematika és a nyelvészet vitdjabél! A tudds soha
nem profital ezekbdl a disputdkbol.

- GAMMA: A ,,50hab6]l” hamar ,,hamar” lesz. Ahg varom, hogy ismét
wsszatérjunk régi vitinkra.

MU: De egyszer mér holtvégényra jutottunk! Vagy tud még valaki -

jat mondani? .
KaPpa: Azt hxszem, én igen.

9. Hogyan alakithatja 4t a kritika
a matematikai igazsagot logikai igazsdggd ?

a) A korldtlan fogalom-kitdgitds megsemmisfti
a jelentést és az igazsigot

KaPPA: Alfa egyszer mir mondta, hogy ,,régi médszeriink™ rossz
végtelent eredményez.! Gamma és Lambda vélasza erre annak reménye
volt, hogy egyszer taldn kimeriil a céfolatok 4radata;® most azonban,
megértvén az eredményes cifolat mechanizmusit — a fogalom-kité-
gitést —, tudjuk, hogy ez hiti 4brand. Birmely 4llitis megfogalmazésa-

1L.:85—86. 0.
2L.: 86—87. o.
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ban szerepl§ terminusoknak mindig van egy eléggé szlik értelmezése
ahhoz, hogy az 4llit4s igaz legyen és egy eléggé tdg értelmezése ahhoz,
hogy hamis legyen. Hogy melyik értelmezést akarjuk alkalmazni és
melyiket nem, természetesen szidndékainktdl fiigg. Az els§ értelmezést
dogmatikus, megerdsitG vagy igazold, a misodikat szkeptikus, kritikai
vagy cdfold értelmezésnek nevezhetjiik. Az els@ értelmezést Alfa
konvencionalista cselnek nevezte! — most litjuk, hogy a masodik is az.
Valamennyien kigiinyoltitok a naiv sejtés dogmatikus értelmezését
Deltanil,® majd a tétel dogmatikus értelmezését Alf4n4l.3 De a foga-
lom-kit4gitds bdrmely Allitist megcéfol, és semmxféle 1gaz 4llitdst nem
hagy meg.

GAMMA: Virj! Igaz, kitdgitottuk a ,,poliéder” fogalmzit
darabokra téptiik és eldobtuk; ahogy Pi mondta, a ,,poliéder”
fogalma a tételben mir nem szerepel. ,
KarpA: De akkor elkezdjiik tdgitani a tétel egyik kifejezését, egy
elméleti terminust, nem? Te magad az ,,egyszeresen Osszefiiggs lap”
fogalmét tagitottad ki, hogy beleférjen a kér is, meg a henger paléstja
is.t Céloztal ra: mtellektuéhs tisztesség kérdése, hogy az ember ne
térjen ki a tdmadéisok ell, hogy elnyerje a cifolhatésig tiszteletre-
mélto stitusét, azaz tegye lehetGvé a céfol6 értelmezést. De a fogalom-
kitégitds miatt a c4folhatésdg céfolatot jelent. igy egy véget nem ér8
lejt6re keriilsz, minden egyes tételt megcafolva és felviltva egy ,,szi-
gorubb” tétellel, olyannal, amelynek a hamissiga még nem ,,deriilt
ki”! De sohasem szabadulsz a hamissdgtdl.

SziGMA: Mi van akkor, ha egy ponton megéllunk, elfogadjuk az iga-
zol6 értelmezéseket, s nem tégitunk sem az igazsagtdl, sem attél a sa-
jdtos nyelvi form4tél, amelyben ezt az igazsdgot megfogalmaztuk ?
KaPpA: Akkor torzsziilStt-kiz4rd definiciékkal kell kivédeni a foga-
lom-kit4git6 ellenpéldikat. Igy egy mésik végtelen lejtdre keriilsz:

azutin

1 Alfa valéjiban nem kifejezetten ezt a poppen terminust hasznﬂlta (L.:43.0.)

_ 2L.: 4. szakasz b) pont.

3 L.: 5. szakasz.
4L.: 71-77. o. [
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kénytelen leszel elismerni igaz tételed minden egyes ,,sajatos nyelvi
form4jirél”, hogy nem elég pontos, és kénytelen leszel egyre ,,szigo-
ribb” definiciékat beépiteni a tételbe, e definicidkat pedig olyan ter-
minusokkal fogalmazod meg, amelyeknek a bizonytalansiga még nem
deriilt ki! De sohasem szabadulsz a bizonytalansigtol.*
THETA (félre) : Mi baj van azzal a heurisztikdval, ahol bizonytalansig
a fejlédés 4ra? )
ALFA: Mir megmondtam: pontos fogalmak és rendithetetlen igazs4-
gok nem a nyelvben, hanem csak a gondolkod4sban vannak!
Gamma: Hadd vonjam kétségbe okfejtésedet, Kappa. Vegyiik a tételt
abban a formdban, ahogy azutdn hangzott, hogy figyelembe vettiik a
hengert is: ,,Minden egyszerfi, egyszeresen Osszefiiggé lapokkal ren-
delkez§ tdrgy esetében, ahol a lapok élei csticsokban végz&dnek,
¢ —é+1=2." Ezt hogy cifolnid meg a fogalom-kit4git4s médszerével ?
Kapra: ElGszor visszatérek a defini4lé terminusokhoz és teljesen ki-
fejtem az 4llitist, Azutén eldéntém, melyik fogalmat tégitom ki.
Az ,egyszeri” példdul ahelyett 4ll, hogy ,,egy lap eltdvolitisa utdn
. kiterithet8 egy sikban”. Kit4gitom a , kiteritést”. Vegyiik a mér tér-
gyalt ikertetraéder-part, azt, amelyiknek egy koz6s éle van (6(a) 4bra).
Ez a test egyszerii, lapjai egyszeresen Osszefiigg6k, mégis ¢ —é+/=3.
Tételiink tehat hamis.
GAMMA: De ez az ikertetraéder nem egyszerti!
KAPPA: Dehogyisnem! Barmely lapjinak eltivolitdsa utan kiterithetd
egy sikban. Csak arra kell vigydzni, hogy a kritikus élhez érve el ne
tépjek valamit, amikor az él mentén felnyitom a mésodik tetraédert.
GaMMA: De ez nem kiterités! Az élt két élre téped — vagy hasitod —

* A szerkeszt6k megjegyzése: Kappa 4llitasa, hogy a bizonytalansag elkeriilhetet-
len, helytalld (bizonyos terminusok sziikségképpen primitivek). Abban azonban
téved, hogy ez azt jelenti, hogy ,,fogalom-kitagitissal’” mindig lehet ellenpéldikat
produkalni. A definicibbol kovetkezben: egy bizonyitis érvényes, ha benne
— akdrhogy értelmezziik is a deskriptiv terminusokat — sohasem adédnak ellen-
példak, azaz az érvényesség nem fiigg a despkriptiv terminusok jelentésétdl, ame~
lyek ezért tetszés szerint tagithatok. Ezt maga Lakatos is kimutatja a késdbbiek
sorén. L.: 153—154. 0., valamint (viligosabban) II. fejezet, 181. o.
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szét! Biztos, hogy nem képezhetsz le egy pontot két pontra: a kiteri-
tés folytonos, egy-egyértelmii leképezés, amelynek az inverze is folyto-
nos! :

KAPPA: 7. definicié? Attél tartok, az én j6zan észjérasomtol idegen a
wkiteritésnek” ez a sz{ik, dogmatikus értelmezése. Péld4ul igen jol el
tudom képzelni, hogy egy négyzet (24(a) 4bra) a hatérvonalak kit4gi-
tasdval két egymdsba illeszked négyzetté tgithaté (24(b) 4bra). Té-
pésnek vagy hasitdsnak neveznéd ezt csak azért, mert nem ,,folytonos,

(a) 24. dbra (b)

egy-egyértelmi leképezés, amelynek az inverze is folytonos™? Melles-
leg, nem értem, miért nem c-t, é-t és l-et v4ltozatlanul hagyé transz-
form4cidként hatdroztad meg a kiteritést, hiszen ezzel le is zirtad
volna a kérdést. .

GAMMA: J61 van, megint te nyertél. Vagy el kell fogadnom a , kiteri-
tés” dltalad adott c4fol6 értelmezését, és kibSvitem a bizonyitdsomat,
vagy mélyebb bizonyit4st tallok, vagy beépitek egy lemmét — vagy
egy ujabb torzsziilott-kizaré definiciét kell bevezetnem. Viszont — bér-
melyiket vélasztom is e lehet8ségek koziill — definilé terminusaimat
egyre vildgosabba teszem. Miért ne juthatnék el egy pontig, ahol a ter-

- minusok jelentése olyan kristalytiszta, hogy csak egyféle értelmezés

lehetséges, mint 2+2=4 esetében? E terminusok jelentésében nincs
semmi viltozékonysag, ennek az 4llitdsnak az igazsdgit semmi sem
céfolhatja, ez az igazsdg 6rokké ragyog az ész természetes fényében.
Kappa: Halvdny fény!

GAMMA: T4gitsd ki, ha tudod!

KAPPA: Hiszen ez gyerekjéték! Bizonyos esetekben kettd meg kett3
az dt. Tegyiik fel, hogy két, kiilon-kiilén egyardnt két font stlyd 4ru-
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cikket rendeliink. Ha a két cikket egy dobozban szillitjdk, s a doboz
stilya egy font, akkor ebben a csomagban két font meg két font az 6t
font! :
Gamma; De gy lesz 6t font, hogy hdrom stlyt adsz &ssze: 2-t, 2-t és
1-et!
KaPPA: Igaz, a ,,2 meg 2 az 5 miivelet az eredeti értelemben nem
dsszeadss. De az Gsszeadas jelentésének egyszer(i kitdgitdsival érvé-
nyessé tehetjiik az eredményt. A naiv Ssszeadds a csomagolds egészen
kiilonleges esete, ahol a csomagoléanyag silya zér6. Ezt a lemmit
feltételként be kell épiteniink a sejtésbe, s helyesbitett sejtésiink a
kovetkezd lesz: ,psulytalanc Osszeadasnal 24-2=4".1! Az algebra
egész torténete ilyen fogalom- és bizonyits-kitdgitasokbol all.
GAMMA : Azt hiszem, kissé tiilzdsba viszed a ,,kit4gitdst”. Legk&zelebb
a ,meg”-et ,,-szor”’-nak értelmezed, és céfolatnak tekinted! Vagy a
,,minden poliéder poliéder” 4llitdsban a ,,minden”-t nsemelyik”-ként
értelmezed! Te kit4gitod a fogalom-kitgitds fogalmét! El kell haté-
rolni a raciondlis kitégitdsbl ad6dé cafolatot az irraciondlis kitdgi-
tdsbél adédé ,,cafolattél”. Nem engedhetjiik, hogy tetszésed szerint
kit4gits barmely terminust. :

Krist4lytiszta terminusokkal kell rdgziteniink az ellenpélda fogal-
mat!
DELTA: Még Gamma is torzsziilott-kizdr6va valik: most a fogalom-
kit4gité cafolat torzsziilott-kizdr6é definicidjat koveteli. Végiil is, a
racionalitds a vdltozatlan, egzakt fogalmaktdl fiigg*
KAPPA: De ilyen fogalmak nem léteznek! Miért nem Jfogadjuk el, hogy
nulldval egyenld az a képességiink, hogy pontosan megfogalmazzuk
azt, amire gondolunk, tehdt az a képességiink is nulldval egyenid, hogy
bebizonyitsunk valamit? Ha azt akarjatok, hogy a matematikdnak je-
lentése, tartalma legyen, le kell mondanotok a bizonyossdgrél. Ha bi-

. 1V8&.: L. Félix: L’aspect moderne des mathématiques. Id. kiad. 9. o.

2 Gamménak az az igénye, hogy az ,.elienpéldat” kristalytisztin definidljuk, azt
jelenti, hogy a racionalis vita feltételeként kristalytiszta, valtozatlan fogalmakat
kdvetel a metanyelvben.
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zonyossagot akartok, meg kell szabadulni a jelentést8l. A kettd egyiitt
nem megy. Az iires fecsegés cdfolhatatlan, a tartalmas dllitdsok foga-
lom-kitdgitdssal megcdfolhatdk.

GaMMA: Akkor az ut6bbi kijelentéseid is megcifolhatdk, s ezt te is
tudod. ,,A szkepiflkusok nem olyan emberek, akik meg vannak gyo-
z8dve arrél, amit mondanak; a szkeptikusok a‘hazudozék egyik
szekt4jét alkotjik.” |

KAPPA: Szitkoz6déds — az értelem utolsé menedéke!

b) A mérsékelt fogalom-kitdgitis
a matgmatikai igazsdgot logikai igazsiggd alakithatja 4t

THEfo: Szerintem Gamménak igaza van abban, hogy el kell hat4rolni
a raat?néﬁs és.az irraciondlis fogalom-kitdgit4st. A fogalom-kitigitas
ugyanis hosszii utat tett meg: jdmbor, raciondlis tevékenységbdl
radikélis, irracion4lis tevékenységgé viltozott. .

.Eredetileg a kritika kizdrolag egyetlen partikuldris fogalom enyhe
kltégi-téséra irdnyul. Enyhének kell lennie, hogy ne vegyiik észre; ha
Yalédl — kitégité6 — jellegére rajonnénk, taldn nem is fogadnénk el
jogos kritikdnak. Egyetlen partikuldris fogalomra irdnyul, mint meg- -
lehet{5§en egyszer(i 4llitdsaink esetében, péld4ul: ,,Minden A — B”.
A kritika célja ilyenkor az, hogy taldljunk egy enyhén kitégitott A-t
(esetiinkben poliédert), amely nem B (esetiinkben Euler-féle).

Kappa azonban ezt két irdnyban is kiélezte. Egyrészt, a megtima-
dott dllitdsnak egynél tobb Gsszetev8ijét vetette fogalom-kitégité kritika

~ ala. Mdsrészt, a fogalom-kit4git4st rejtett és meglehet8sen igénytelen

tevt.ikenységbc')'l a fogalom nyllt eltorzitdsdvd véltoztatta, példdul a
»minden”-t ,.semelyik”-ké torzitotta. Itt cdfolatnak fogadja el a meg-
tém:adott terminusok minden olyan értelmes fordit4sat, amely hamiss4
teszi a tételt. En azt mondanim, hogy ha egy dllitds a, b, . . . Gsszetevi-
ket illetden nem cdfolhatd, akkor az dllitds ezekre az Gsszetevékre vonat-

1 A. Arnauld—P. Nicole: La logique, ou I'art de penser. Lille 1964. XX—XXL. o.
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* kozdan logikailag igaz.! Egy ilyen 4llit4s hosszi, kritikai-elméleti folya-
mat végeredménye; € folyamat sordn egyes terminusok jelentéstartal-
ma teljesen 4thelyez6dik a tétel megmarad6 terminusaira és formajéra.

Kappa minddssze annyit mond, hogy nincsenek olyan &llitdsok,
amelyek minden GsszetevSjiikkre vonatkozéan logikailag igazak. De 1€é-
tezhetnek olyan dllitdsok, amelyek egyes 5sszetev8ket illetSen logikai-
lag igazak; a cifolatok dradata tehdt csak akkor indithaté el ismét, ha
uj kitdgithaté osszetevSkkel bdvitjiik az 4llitast. Ha ezt a végletekig

vissziik, akkor irracionalizmusba fulladunk —de nem kell ilyen messzi- .

-re menniink. Hol hizzuk meg a hatirvonalat? Joggal megtehetjiik,
hogy a fogalom-kitégitdst csak az &sszetev8knek arra a kitiintetett
részhalmazira engedjiik meg, amely a kritika elsGdleges céljava valt.
A logikai igazsig nem fiigg ezeknek az SsszetevBknek a jelentésétdl.

SziGMA: Végiil tehdt elfogadtuk Kappa &llispontjét: az igazségot

legalébb bizonyos terminusok jelentésétSl fiiggetlenné tettiik!

THETA: Igy van. De ha le akarjuk gy6zni Kappa szkepticizmusét, és el
akarjuk keriilni az 8 rossz végtelenjét, akkor feltétleniil abba kell
hagynunk a fogalom-kit4git4st azon a ponton, ahol mir nem a fejlédés
eszkdze tobbé, hanem a rombolas eszk6zévé valik; valdsziniileg azt
kell megéllapitanunk, hogy melyek azok a terminusok, amelyeknek a
jelentése csak az ésszeriiség alapelveinek lerombol4sa 4rdn tdgithat6.2
Kappa: Kitdgithatjuk a kritikus ésszerfiséget hirdets elméletedben

1 Ez a logikai igazsig Bolzano-féle meghatirozisinak kissé parafrazilt valtozata.
(B. Bolzano : Wissenschaftslehre. Lipcse 1914—31. 147. §.) Kiilondsen azért rejtély,
hogy Bolzano miért vetette fel ezt a definici6t az 1830-as években, mert munkéssiga
elbrevetiti a XIX. szdzadi matematikai filozéfia egyik legnagyobb Gjitasat, a modell
fogalmét. :

2 A XIX. szizadi matematikai kritika egyre tobb fogalmat tagitott ki, és egyre t6bb
terminus jelentéstartalmat helyezte at az allitdsok logikai formdjdra és a néhany

(még) ki nem tégitott terminus jelentésére. Az 1930-as években Ggy latszott, hogy

lelassul ez a folyamat, allandésul a nem tagithatd (,,logikai™) és a tagithat6 (,,des-
kriptiv’’) terminusok kézti valasztévonal. Széles kdrben elfogadotta vkt egy kis
szam1 logikai terminust tartalmaz6 lista, s igy lehet6vé valt a logikai igazsag alta-
lanos meghatirozisa; a logikai igazsag ettdl kezdve nem ,,fiiggott’’ az Osszetevok
ad hoc felsorolisatol, (V8.: A. Tarski: On the Concept of Logical Consequence. In:
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szereplS fogalmakat? Vagy ez kétségbevonhatatlanul igaz, definidl4st
nem tégithatban egzakt terminusokkal kifejezett lesz? A kritikérl
5z616 elméleted véget ér az »nelkotelezettségbe valé visszavonul4ssal”;
minden kritizélhaté, kivéve a te kritika-elméletedet, , metatedrisdat” n
OMEGA (Epszilonhoz): Nem tetszik nekem ez az eltoléd4s az igazsig-
16l az ésszerliségre. Kinek az ésszerfisége? Konvencionalista beszivr-
gést érzek. | ‘ |
B.l-frA: Mir6l beszélsz? En értem Théta »enyhe sémdjit” a fogalom-
kx.tégitésra. Azt is értem, hogy a fogalom-kit4gitds egynél tsbb ter-
minust is t4madhat: I4ttuk, hogy tigitotta ki Kappa a , kiterités”-t,
vagy Gamma a ,,mindent”-t. . . '

SziGMA: Mindenesetre, Gamma az »egyszeresen Osszefiiggs™ fogal-
mdt tégitotta ki, ,

BETA: Dehogyis. Az ,,egyszeresen Osszefiiggs™ csupan rovidités —
Gamma csak a definidlé terminusok k&zdtt el6fordulé ,,minden”
terminust tégitotta ki.2 . v

J. H. Woodger (szerk.); Logic, Semantics, Metarathematics. Oxford 1956. 409—
420. 0.) Tarskit azonban zavarta ez az elhatérolas, és arra gondolt, hogy tulajdon-
l:.éPpen visszatérhetne az ellenpélda — kbvetkezésképpen a logikai igazsig — rela-
tivizalt fogalméhoz (uo. 420. 0.); egyébként Bolzano is ezt tette, de err6l Tarski nem
‘tudott. Ezen az irinyzaton beliil Popper érte el a legérdekesebb eredményt. (X. R.
Popper: Logic without Assumptions. In: ,,Aristotelian Society Proceedings”, 1947.
251_—-292. 0.) Az ember tehit nem mondhat le mindig djabb logikai 4llandékrol a
raciopﬁlis okfejtés némelyxk alapelvének feladasa nélkiil, B

1,,Visszavonulds az elkotelezettségbe” — ez Bartley kifcjezése. (W. W. Bartley:
Retx:efat to Commitment. New York 1962.) Bartley azt vizsgilja, hogy lehetséges-e
a kritikus racionalizmus racionalis védelme, kiilénSsen a valldsos tudatot illetSen —
a problematika séméja azonban nagyon hasonlé a matematikea ismeretekre vonat-
kozban is. ‘ :

2L. .71-77. 0. Gamma voltaképpen a ,,minden” szbbél‘ akart eltivolitani
némi jelentéstartalmat. Azt akarta, hogy a tovabbiakban ne csak a nem iires osz-
félqura lebessen alkalmazni. A ,minden” enyhe tagitisa fontos esemény volt,
Jelc;ltésébdl eltiint az negzisztencidlis import™, és eziltal az iires halmaz torzsziiltt-
bélkozonséges, nydrspolgdrihalmazzé valtozott, Ez nemesak az arisztotelészi logika
‘Boole-féle halmazelméleti- atértelmezésébsl kdvetkezett, hanem az iires kielégités
fogalmanak a matematikai okfejtésben valé megjelenésébsl is. :
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THETA: Térjiink vissza a kérdésre! A ,,nyilt”, radikalis fogalom-kitigi-

tds aggaszt?
BETA: Igen. Ezt a legutolsé véltozatot senki sem fogadnd el igazi
céfolatnak! Teljesen megértem, hogy a heurisztikus kritika enyhe
fogalom-kit4gité tendenci4ja, amit Pi tért fel, a matematika fejlSdésé-
nek egyik legfontosabb eszkdze. De a matematikusok sohasem fogjik
elfogadni a c4folatnak ezt a legutols6, vad formajét!
TANAR: Téved, Béta. Mér el is fogadték, és ez fordul6pontot jelentett
a matematika torténetében. A4 matematikai kritikdnak ez a forradalma
megvdltoztatta a matematikai igazsdg fogalmdt, a matematikai bizo-
nyitds elGirdsait és a matematika fejlédésének modelljeit* De egyelSre
fejezziik be a vitit, ezt az 1j szakaszt majd médskor beszéljiik meg!
SziGMA: De hiszen semmit sem zirtunk le. Most nem hagyhatjuk
abba! : ;
TANAR: Megértem magat. Ennek a legutols6 szakasznak fontos visz-
szacsatol4sa lesz vitankra.? De a tudoményos kutatis ,,problémékkal
kezd&dik és problémékkal ér véget”.3 (Elhagyja a tantermet.)
BETA: De az elején nekem egyéltaldn nem voltak problémaim! Most
pedig csak probléméim vannak!

1 A kritika, ellenpélda, kdvetkeztetés, igazsig és bizonyitis fogalma elvélaszthatat-

lan egymést6l; ezek valtozasakor eldszdr a kritika fogalma vdltozik meg, 3 a tbbbi

fogalom valtozisa ezt kdveti. . ‘ R

2 V6.: L. Lakatos: Infinite Regress and the Foundations of Mathematics. Id. kiad.
* 3 K. R. Popper: Science: Problems, Aims, Responsibilities. In: ,Federation of

American Societies for Experimental Biology: Federation Proceedings”, 1963.

968. 0. .

II. FEJEZET

A szerkeszt6k bevezetése

;: lé(:tét:biakban sz6 esett a Descartes— Euler-sejtés Poincaré-féle bizonyi-
S 61 !.akatos mar doktori disszertdciéjaban, a matematika »euklideszi”
megkéozelitése mellett és ellen sz616 érvek tirgyaldsa sordn bevezette e bi-
zb:n!iﬁs éx;szletec vizsgélatit. Ennek egyes részeit beépitette az elsG fejezet-
]e;; - m 'l;atéslnﬁnite Regress and the Foundations of Mathematics (Vééte-
gresszi a matematika alapjai) cimG munk4jiban kézo itt
elhagyjuk ezt a bevezets elemzést. ! ot Ezfﬂ 1“
. Epszilon a szé.széléja az euklideszi programnak, annak a torekvésnek.
ogy a matematikat tokéletesen vildgos terminusokban megfogahﬁazott'

- vitathatatlanul igaz axi6émakkal 14ssdk el. Epszilon filozofidjat is kétségbe

:cl)lx:iék: dea tanér _werint a vita legkézenfekv3bb és legcélravezetdbb modja
ne rni Epszilont, hogjf a Descartes— Euler-sejtést az euklideszi kvetelmé-
yeknek megfelelGen bizonyitsa. Epszilon elfogadja a kihivist.

&

* L.: 102. o. é5 136. 0.
** L.: 82—90. o.
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1. A sejtés leforditdsa a vektoralgebra
~ ,,tOkéletesen ismert” terminusaira.
A forditds problémdja

EpsziLoN: Elfogadom a kihiv4st. Be fogom bizonyitani, hogy minden
egyszeresen Osszefiiggl, egyszeresen osszefiiggd lapokkal rendelkezd
poliéder Euler-féle.

TANAR: Igen, ezt a tételt én fejtettem ki egy korabbi éran.1
EpsziLoN: Ahogy jeleztem mar, el6sz6r meg kell taldlnom az igazségot,
hogy bebizonyithassam. Nos, egyaltalin nem ellenzem a ,,bizonyi-
tdsok és céfolatok” mddszerét, mint az igazsdg feltdrdsdnak egyik
moédszerét, azonban én ott kezdem, ahol 6n abbahagyta. Ott kezdem
el a bizonyit4st, ahol abbahagyja a helyesbitést.?

ALFA: De ez a hosszii tétel tele van t4githaté fogalmakkal. Nem hi-

szem, hogy nehéz lesz megcifolnunk,

EpsziLoN: Képtelenek lesztek megcéfolni. Minden egyes terminus
jelentését rogziteni fogom.

TANAR: Folytassa!

EpsziLON: ElGszor csak a lehet6 legvilagosabb fogalmakat haszndlom.
Lehet, hogy egyszer majd képesek lesziink annyira gyarapitani téké-

letes ismereteinket, hogy kiterjedjenek a fényképezGgépekre, a papirra
és az olléra, a gumilabddkra és a pumpdkra is, de jobb, ha most
elfelejtjiik ezeket. A véglegesség mindenesetre elérhetetlen ilyen eltérd
eszk6z6k alkalmazdsdval. Véleményem szerint kordbbi kudarcaink
abban gyokereznek, hogy a poliéderek egyszerii, nyilvdnvalé termé-
szetétSl idegen mddszereket hasznéltunk. A mindezeket az eszkdzoket
mozgbsité dis képzelet teljesen téviitra vezetett. A poliéderek lényegé-
re nem jellemz§, kiilsSleges, idegen, esetleges tényezSkre hivatkozott,

1L.:62. 0.

. 2 Valbsziniileg Epszilon Eukleidész elsé olyan kdvetdje, aki méltanyolja a bizonyi-
tasi eljdrds heurisztikus értékét. Az Eukleidész-kdvetok a XVII. szizadig az ana-
lizis plat6ni m6dszerét fogadték el a heurisztika méodszerének, késdbb pedig a sze-
rencse €s/vagy a zseni hirtelen felvillanisaval cserélték ezt fel.

<
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s .igy nem csoda, hogy bizonyos polidérekkel kudarcot vall. A tokéletes
bizonyitdshoz korlitozni kell a felhasznélt eszkozok korét! Erre
azért van sziikség, mert a tilburjinzé képzelet tilsdgosan megr;eheziﬁ
a bizonyossdg elérését. Nehéz garantilni azoknak a lemméknak az
1gazsigat, .an.xelyek a gumi, a lencsék stb. tulajdons4gaitél fiiggnek. Le
kell mondani az ollérél, a pumpdrél, a fényképez8géprél és az el.féle
eszkdzokrél, mert ,,ha €gy problémit tokéletesen megértiink, akkor
meg kell szabaditani minden felesleges fogalomtél, vissza kell ’vezetm'
a .legegyszer(ibb kérdésformara”.2 £n tételemet3 é&s bizonyitdsomat
mindezekt8] megtisztitom, s a legegyszertibb és legkénnyebb do’igokra
korlétqzom,‘ nevezetesen, a csticsokra, az élekre és a lapokra. Ezeket
a"term'musokat nem definilom, mivel nem lehet nézeteltérés jelenté-
su!:t' l::et&e'n.hMindazokat a terminusokat, amelyek a legcsekélyebb
mertékben is homalyosak, té n i imitiv” i
ok o deﬁnjésll,:j .sk,‘ tokéletesen ismert, »PrImMitiv>  terminu-
Mérfnost vildgos, hogy az eddigi bizonyitésok egyetlen konkrét
letfnnéja sem volt magitél értet§dGen igaz, ezek csak sejtések voltak
(;.b.eldéul: s»Minden poliéder felftjhaté gémbbé” stb.). De most ,;meg-
kdvetelem, hogy a dolgok igazsigdrél sz6l6 itéleteinkbe sem;;ﬁfélge

<

1A bizoﬂyitéselemz&: nem szab hatﬁri az 5z .
: »eszkdzoknek”, Bérmilyen lemmét
barmilyen fogalmat hasmélhatunls. Ez igaz barmely fejl3ds, informalis elméletre,

?;l; formasig a problémamegoldas.

k Descartes szavai. (R. Descartes: Szabél tésére
szabély. Id. kiad. 130, 0.) vk £ e vermisies. 2.
;sNe felfjfﬁk el,.hogy mig a. bizc?nyitéselemzs tétellel zdrul, az euklideszi bizonyi-
: 1S azzal kezdddik. Az euklideszi médszertanban nincsenek sejtések, csak tételek

R. Descartes: $zabalyok az értelem vezetésére. IX. szabily. - .
:il;asml szabélyai a fieﬁnkié-al'kotisra: »Ne definidljunk egyetlen olyan adott ter-
i u.st sem, amely tokéletesen ismert] Ne bagyjunk definislatlanul egyetlen olyan
érwt‘rmm.lst sem, a{nely akdr a legesekélyebb mértékben is homalyos vagy nem egy-
gyarl;nzg:tA usrrnmaka u::l:mﬂ definidldsakor csak tokéletesen ismert vagy mar megma-

szavakat junk!” (B. Pascal: Les i i
&énéral. Id. kiad. 596—597. 0.) ’ réfixions sur la stométdo en
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sejtést ne engedjiink be”.! A sejtést olyan lemmékra bontom fel,
amelyek mir nem sejtések, hanem ,,intuiciék”, azaz ,,a tiszta és figyel-
mes ész egyértelmil felismerései, amelyek kizarélag értelem fényében
sziiletnek meg”.2 Péld4k az ilyen intuiciékra”: minden poliédernek
vannak lapjai; minden lapnak vannak élei; minden élnek vannak csi-
csai. Nem vetek fel olyan kérdéseket, hogy a poliéder test-e vagy felii- -
let. Ezek bizonytalan fogalmak, s egyébként foloslegesek célunk eléré-

" séhez. Szerintem a poliéder hirom halmazbol 4ll: a ¢ csiicsbél 4llé
halmaz (ezeket igy jelolom: Py, P, . . ., P®), az é é1b8l 4116 halmaz (je-
16lésiik: PL, PL, ..., PY) és az | lapbol 4ll6 halmaz (P}, P}, .-, F).
A poliéder jellemzéséhez valamilyen tabldzatra is sziikségiink van,

- amelyrél leolvashatjuk, hogy melyik cstcs melyik élhez, melyik él
melyik laphoz tartozik. Ezeket a tablazatokat ,incidencia métrixok-
nak” nevezem. ! X
Gamma: Egy kicsit problematikusnak taldlom a poliéderrSl adott
definiciédat. El8szor is, mivel egyaltalan foglalkozol a poliéder fogal-
méanak definialdsdval, arra kvetkeztetek, hogy a poliéder fogalmit
nem tartod tokéletesen kdzismertnek. De akkor honnan veszed a de-
finiciédat? A poliéder homélyos fogalmét a lapok, élek és csiicsok
,tokéletesen -ismert” fogalmaival definisltad. Definiciéd azonban
— tudniillik, hogy a poliéder csticsok halmaza, plusz élek halmaza,
plusz lapok halmaza, plusz egy incidencia métrix — nyilvdnvaléan
nem fedi a poliéder intuitiv fogalmat. Ez péld4ul azt jelénti, hogy

minden sokszog poliéder, tehit, mondjuk, egy olyan sokszdg is, amely-
b8l egy szabad €] 41l ki. Nos, most két lehetSség koziil kell valasztanod.
Mondhatod azt, hogy ,,a matematikust szakmai fogalméink koznapi
értelme nem érdekli. .. A matematikai definici6 megteremti a mate-
matikai jelentést.”s Ebben az esetben a poliéder fogalménak defi-
nislssa azt jelenti, hogy a régi fogalmat egészen elvetjilk, és egy 4j
fogalommal cseréljiik fel. Ekkor viszont, ha a te ;,poliédered” és bér-

1 R. Descartes: Szabalyok az értelem vezetésére. Megjegyzés a III. szabilyhoz.

2 Uo. : .
3 Pélya Gy.: A gondolkodas iskolaja. Id. kiad. 78. o.
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mely igazi poliéder k6zott barmil
! ( yen hasonlésdg adédik, az telj
:ue:izt;etrslzszetﬁ, és :'fllpohédereid tanulményoz4sival semmi b’izatist::]i:
meg az igazi poliéderekrl. Ha a mésik leh '
. . Gséget valasztod
ragaszkodsz ahhoz az elképzelésh sl tlsztézéso ’
2 kod: e ez, hogy a definidl4s ti
!:fyeg sajitossdgok explicitté tétele, egy terminus lefordit4sa va e
ij e;?li c;tﬁgl:ffﬁt;szt‘fkéta:akxh'tésa érthet6bb nyelvre. Ebben az esetgge:
jtések, s lehetnek igazak, lehetnek hami ka
hatod meg egy bizonytalan inus: o
. termin i i
bistosan foas n usnak preciz terminusokra valé,
. EPszILON: Elismerem, megl i
. eptél ezzel a kritikival. Arra
h‘c))gg c;setleg kétségbe vonjitok axiéméim abszolit igazségxd::rt:nils,
‘ 5 :ﬁ:ﬂfasrzn};l hgkgy talén megkérdezitek, hogyan lehetségese’k ilyen
G hriart 5 ir;en é!:)séitéletek, és elGkészitettem néhény ellenérvet, de a
y nem vartam tdmadéist. Azt hiszem i
: 2bo! : . , mé
| :ﬁaszotmk deﬁmaéu.nl.:oz — €ppiigy, mint axiém4imhoz —m 1%::
Jutok. Definicidim - val6jiban egyenértékiiek axiéméiimmal:

~ tekintheted 8ket kiegészits axiémdknak, vagy axiém4imat tekintheted

implicit definiciéknak.! A i
", széban forgé terminusok lényegét adjik

TANAR: Elég a filozof4l4sb61! Lassuk a bi
uk a bizonyi j
Eedvelem, de lehet, hogy a bizonyit4sa tetszrill)c,ftésu A oeStijhs nea
PSZILON: Rendben van. El8szér a bebizonyitandé tételt leforditom

toké i
 tokéletesen egyszerli &s vildgos fogalmi rendszeremre. Saj4tos, defi-

::,éé:‘til:rr:kklfggznis’elm a kévetkezGk lesznek: csiicsok, élek, lapok és

poliéde - Id8nként nu'lla-,. egy-, két- és hiromdimenziés politopisk-

py , g‘yro.vxden 0-politopidknak, 1-politopidknak, 2-politopidknak
3-politopisknak nevezem &ket. g

l-J.D.Gergom:Essaisurlathéoriedesdeﬁni' : théma
;m% l;u;es d:;:ppliqum”, 1818, 1—-35. o. rrons {7 Aunales do Ma )
bt :mﬁn u:;:;n ho?. ezek.a Wnusok Osszefoglalhat6k egyetlen Altalinos
Pssmadeiviioty mli lfd‘ddﬂ" We der vielfachen Kontinuitat. Id. kiad.)
P réumucm = Listing ,,(.Junan"-nak nevezi 8ket (J. B. Listing: Der
s 18 ¢ r.np!exe..ld. kiad.). De Schidfli volt az, aki az &ltalanosf
tdbb dimenziéra terjesztette ki. : et

D

u A -
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ALFA: De alig tiz perccel ezel8tt a poliédereket csticsok, élek és lapok
. segitségével definidltad! ‘ o

~ EpsziLon: Tévedtem. Az a ,,definici6™ ostoba anticipécié volt. Meg-
gondolatlan sietséggel, elhamarkodottan alakitottam ki a vélemé-
nyemet. Az igaz intuici6, az igaz értelmezés lassan érik, és id6be telik,
amig az ember megtisztitja lelkét a sejtésektSl.

Béta: Egy perccel ezeldtt emlitett axiém4d: a lapoknak élei vannak,
vagy minden laphoz élek fartoznak. ,,Tartoznak” — ez egy ujabb
primitiv terminus ?

EpsziLoN: Nem. Csak a kérdéses elméletre, jelen esetben a poiiéderek
elméletére jellemz4 terminusokat sorolom fel, a mdgottes elmélet logi-
kai, halmazelméleti, aritmetikai terminusait viszont nem, mivel fel-
tételezem ezek tokéletes ismeretét. De hadd térjek rd az ,,egyszeresen
Osszefiiggd™ terminusra, amely bizonyira nem teljesen viligos. El6-
szor a poliéderek egyszeres Osszefiiggségét, majd a lapok egyszeres
Osszefiiggbségét fogom definidlni. El6szor veszem a poliéderek egy-
szeres OsszefiiggBségét. Ez voltaképpen egy hosszu kifejezés roviditése:
egy poliédert akkor neveziink egyszeresen dsszefiigg6nek, 1. ha minden
zart, hirok nélkiili élrendszernek van belseje és kiilseje, és 2. ha csak
egy zart, hurok nélkiili laprendszere. van — az, amelyik a poliéder
belsejét a kiilsejétd] elvdlasztja. Marmost ez tele van olyan meglehetd-
sen bizonytalan terminusokkal, mint ,,z4rt”, ,,bels6”, ,,kiils6” stb. De
mindezeket tokéletesen ismert terminusokkal fogom definidlni.
GAMMA : M4r kiiizted a mechanikai terminusokat — a pumpélést, a
végist — mint megbizhatatlanokat; most a geometriai terminusok-
t61 — péld4ul a z4rts4gtdl — szabadulsz meg. Azt hiszem, thlzdsba
viszed tisztogatd buzgalmadat. ,,A z4rt élrendszer” egészen egyértelmil
fogalom, nem kell definidlni. , ‘

EpsziLoN: Tévedsz. Z4rt élrendszernek neveznél egy csillagsokszéget?

1,,A megkiildnbdztetés szempontjabél az 6lyan (emberi) kvetkeztetést, amelyet a
természetre alkalmazunk, a természet megelozésének nevezziik (mivel merész és
korai); azt a (k8vetkeztetést) pedig, amely megfeleld m6don a dolgokb6t ered,
a természet magyardzatdnak.” (F. Bacon: Novum Organum. XXVI. In: Morus,
Bacon, Hobbes, Locke. Bp. 1958. 57. 0.)
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Lehet, hogy te igen, mert nincs szabad vége. De nem ,,zir kériil”
semmiféle j6l definiilt teriiletet, és vannak, akik ,,z4rt élrendszeren”
esetleg olyan élrendszert értenek, amely egy ilyen teriiletet z4r koriil.
fgy vagy tgy dontened kell tehét, és meg kell mondanod, hogyan
dontottél. -

GAMMA: Lehet, hogy a csillagsokszog nem koriilhat4rolt, de nyilvén-
val6an zdrt. ’
EPszILON: Szerintem zdrt is, koriilhatérolt is. M4r ez a vélemény-
kiilonbség is sokatmond6, de tovabbi bizonyitékot is hozok. Kivancsi
valgyo;c, hogy szerinted a heptaéder z4rt laprendszer-e és koriilhat4-
rolt-e )

GAMMA : Sohasem hallottam a te heptaéderedr8l.

EpsziLoN: Ez meglehet8sen érdekes poliéder-féleség, mivel egyoldald.
Nem z4r koriil semmiféle geometriai testet, nem osztja két részre, egy
Pels(ire ¢s egy kiilsGre a teret. Alfa péld4ul, ,,viligos” geometriai
intuici6tél vezérelve, kordbban azt mondta, hogy egy z4rt laprendszer
akkor: hatérol, ,,ha ez a poliéder belseje és kiilseje kozti hatdr”. Ki-
véncsi vagyok, azt mondan4-e, hogy a heptaéder feliilete nem hatérol.
Vagy a heptaéder megismerése megvéltoztatja a ,,hatdrolé” rendsze-
rekre vonatkoz6 fogalm4t? Ebben az esetben a legaldzatosabban kér-
dezem: megvaltoztathat a tapasztalat tGkéletesen ismert fogalmakat?
Nem. Kovetkezésképpen nem tokéletesen ismert a ,z4art” és a 2kO-
rilhatérolt™ fogalma. K&vetkezésképpen definislni fogom ezeket a
fogalmakat. ) -
THETA: Rajzold le azt a heptaédert! Kivincsi vagyok, milyen.
EpsziLoN: J6. ElBszor egy kozonséges, ismert oktaéderrel kezdem
(25. 4bra). Most hérom négyzetet teszek hozz4 az 4t6k 4ltal kifeszi-
tett sikokban, példiul 4BCD egy ilyen négyzet (26. 4bra).

DeLTA: Egy tisztességes poliédertsl elvirnidm, hogy csak két lap taldl-
kozzék egy élben. Itt hirom van.

EPszILON: Virj! Most eltivolitok négy hiromszdget, hogy eleget
?egyek ennek a kovetelménynek: az 4bra eliils8 felébsl a bal felss és a
Jobb alsé, a hétulsé részébsl a bal alsé és a jobb felsd haromszoget
tavolitom el. Ezutdn csak a rajzon bevonalkizott négy héfomszﬁg
11e
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marad meg (27. 4bra). Igy egy négy hérom.szégb'c'il és h4rom négyzet-
bd] 4116 4brat kapunk. Ez a heptaéder.! Elei és csticsai me.gegyeznek az
eredeti oktaéder éleivel és csiicsaival. Az oktaéder 4tlo1 alakzatunk-

1 A 27. abrat Hilbert és Cohn-Vossen munkajabol vettiik at. (D: Hilbertfe—:i.z‘ Co;r:l:
Vossen: Anschauliche Geometrie. 1d. kiad.) A heptaédert Remhan:t. ph 'e -
(L.: C. Reinhardt: Zu Mobius Polyedertheorie. Vo'rgelegt von F. K ex:e. w,:sen.
richte iiber die Verhandlungen der Koniglich-Sachsischen Gesellschaft der

schaften zu Leipzig”, 1885, 114. 0.)
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nak nem élei, hanem olyan egyenesek, amelyekben az alakzat 6nmagit
metszi. Nem tulajdonitok nagy jelentGséget a geometriai intuiciénak,
nem nagyon érdekel, hogy poliéderem torténetesen ilyen kényelmet-
leniil helyezkedik el a hiromdimenziés térben. Ezt a tényt nem mutatja
a heptaéder incidencia métrixa. (Mellesleg, a heptaéder szépen, On-
metszés nélkiil elhelyezhetd egy Stdimenziés térben.)t

Nos, hatérol-e birmit is a heptaéder feliilete? A vélasz »nem”, ha
definici6 szerint akkor és csak akkor nevezel »hatdrolénak” egy feliile-
tet, ha az a poliéder hatéra abban az értelemben, hogy a kérdéses poli-
éder belsejét és kiilsejét vdlasztja el. Mésrészt, a vélasz »igen”, ha
definici6 szerint akkor és csak akkor nevezel egy feliiletet ,,hat4rol6- -
nak”, ha az a poliéder hatéra abban az értelemben, hogy a poliéder
minden lapjét tartalmazza. Litod, de finidlni kell a ,,hat4rol”-t, defi-
nidlni kell a , hatdr’-t. Ezek a fogalmak ismer&snek tiinnek miel§tt
elkezdenénk megvizsgélni a poliedrikus alakzatok gazdagsigit, de a
vizsgilédds sordn felbomlanak az eredeti, durva fogalmak, f6lt4rul
finom szerkezetiik, és ezért gondosan definislni kell a fogalmakat,
hogy vildgos legyen, milyen értelemben haszn4ljuk Sket.
Kaprpa: Es aztén vétét kell emelni a tovabbi vizsglédés ellen, hogy
elkeriiljiikk a fogalmak tov4bbi felboml4sat!
TANAR: Epszilon, ne hallgasson Kappéra! A céfolatok, bels8 ellent-
mondasok, a kritika 4ltaldban nagyon fontosak, de csak ha helyes-
bitésre vezetnek. Egy cdfolat 6nmagdban nem gyozelem. Ha 6nmagiban
a kritikAnak — még ha kifogéstalan is — hatalma volna, Berkeley
véget vetett volna a matematika fejlddésének, és Dirac nem tal4lt volna
kiadét tanulményai megjelentetésére. )
EpsziLoN: Ne aggédjon, tiistént elvetettem Kappa izetlen piszk416d4-
sat. Folytatom terminusaim defini4lds4t, mindent leforditok a magam
néhdny sajitos primitiv terminusira, a politopiskra és az incidencia
mitrixokra. A ,,hatdr” definisl4sdval kezdem. Egy k-politopia hatdra

1 Els6ként Dyck vette észre, hogy az egy oldallisig vagy két oldahisag a tér dimen-
zibinak szAmato! fiigg. (L.: W. Dyck: Beitrdge zur Analysis Situs. In: ,,Mathema-
tische Annalen”, 1888. 474. 0.) , :
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a (k— litopidknak az &sszege, amelyek az incidencia‘
a::;,tl:ni: l:z:n(n,‘:t h:))ul;o tart%znak. A k-politopiék'ﬁsfzegét k-léflcnak
nevezem. Péld4ul egy poliédernek (vagy barmely részének) a ,,fehi.lete
lényegében egy 2-linc. Ugy definidlom egy k-linc .%wat, mint a
k-linchoz tartozé (k —1) politopidk Osszegét, dc.: a k(?zonséges ?.sszeg
helyett az Gsszeget modulo 2-nek veszem. Ez azt jelenti, hogy az Gssze- .
ad4s szabélya a kovetkez8:

04+0=0, 1+0=1, O0+1=1, 1+1=0.

Be kell litnotok, hogy egy k-lénc hatérdnak ez az x:gaz d:eﬁn[ciéja. :
BETA: Allj meg egy pillanatral Nehezen kévetem k-dimenziés defini-

161 ¢ld4n!* Definiciéd sze-
ciéidat. Hadd gondolkoZzam hangosan egy p¢ .
rint péld4ul egy /ap hatéra a hozz4 tartozé élek halmaza. Marmost,
amikor két lapot Ssszeillesztek, a kozos hatdr nem tartalmazza azokat

az éleket, melyeket mindkét lap tartalmaz. Igy az élek sszeaddsakor |

elhagyom a paroséval el&fordul éleket. Veszek péld4ul két ‘héromszﬁ-
get (28. 4bra). Az els§ hiromszog hatéra c+d +e,a misodiké a+ b+

c .
28. bra

omszd ra a+b+etctdre=at
+e, az Bsszekapcsolt hdromszogek hatdra a+b )
+b+c+d. Most mér értem, miért vezetted be deﬁniqédban amod?2

Osszegeket. Folytasd, kérlek!

*4 mrkesztdk megjegyzése: A ,hangosan gondolkodis” [,,thinking loudly™]
Lakatos-féle angol terminus technicus. .
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EpszILON: Miutdn tokéletesen ismert, specidlis terminusokkal defini-
dltam a ,,hatdrt”, most a ,,zirtsdgot” fogom defini4lni. Mind ez ideig
vagy bizonytalan felismerésekre kellett hagyatkoznunk, vagy minden
egyes esetben kiilén kellett defini4lni a zértsigot: el8szdr az élrendsze-

- rek zartsigit, majd a laprendszerekét. Most bebizonyitom, hogy a

zértsdgnak létezik egy 4ltaldnos fogalma, amely k-t6l fiiggetleniil b4r-

- mely k-lincra alkalmazhaté. Egy k-lncot akkor és csak akkor nevezek

zért k-lincnak vagy réviden k-kérnek, ha hatéra nulla.
BETA: Allj meg egy pillanatral Meg akarom érteni. Egy kozonséges

. sokszdg intuitiven z4rt,és definiciéd szerint valéban Z4rt, mivel hatira

nulla, hiszen mindegyik csticsa kétszer szerepel a hatdrban,é&s ez a te
mod 2 algebrddban null4t eredményez. Egy kzOnséges egyszerii poli-
éder zért, & hatéra ismét nulla, hiszen hatdriban mindegyik él kétszer
fordul el§. : ' :
KAPPA (félre) : Bétinak mindenesetre meg kell kiizdenie azért, hogy
verifikilja Epszilon ,,nyilvnvalé és kozvetlen felismeréseit” !
EPSZILON: A kévetkez8 tisztizandé terminus a »hatérol”. Azt mon-
dom, egy k-kér akkor hatérol, ha egy (k+1) linc hatdra. Péld4ul egy
gombi poliéder ,,egyenlitje” hatdrol, de egy térusz-szeri poliéder
»egyenlitSje” nem. Az utébbi esetben kizért az alternativ elképzelés,
necvezetesen az, hogy az ,,egyenlit6” a poliéder »€gészét” hatdrolja,
mivel a poliéder egészének hatéra iires. Marmost teljesen vilagos, hogy
példdul a heptaéder hatsrol. L

BETA: Egy kicsit sietsz, de ugy tlinik, igazad van.

GammMa: Be tudod bizonyitani, hogy birmely hatérolé k-ldnc kér?
A ,,hat4rol6”-t csak kdrokre defini4ltad, jobb lett volna, ha ltaldban
a ldncokra definifltad volna. Azt hiszem, definiciéd korl4tozotts4gs-
nak oka ez a rejtett tétel. co .
EpsziLon: fgy van. Be tudom bizonyitani. o :
GAmMA; Egy misik bizonytalan kérdés. Bizonyos lncok korok,
bizonyos korék hatérolnak. Ugy vélem, ez rendben van. De szerintem
egy tisztességes k-l4nc hatdranak z4rtnak kell lenni.Valészinleg aligha
fogadnék el poliédernek példdul egy olyan kock4t, amelynek hidnyzik
a teteje, és aligha fogadnék el sokszognek egy olyan négyzetet, amely-

\
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nek hisnyzik az egyik éle (oldala). Be tudod bizonyitani, hogy barmely

k-lanc hatéra zart? . ‘

EpsziLoN: Be tudom-e bizonyitani, hogy birmely k-linc hatdrdnak
_hatéranulla?

GamMA: Err6l van sz6.

EpszILoN: Nem tudom bebizonyitani. Ez vitathatatlanul igaz. Axi6ma.,

Nem kell bizonyitani. ,
TaNAR: Folytassa, folytassa! Feltételezem, hogy most miér le tudja

forditani tételiinket a maga tokéletesen ismert terminusaira.
EpsziLON: Igen. A leforditott tétel réviden: »Minden poliéder, amely-
nek minden kire hatdrol, Euler-féle.” A ,,poliéder” terminus definialat-
lan; a ,kor’-t és a ,,hatdrol”-t tokéletesen ismert terminusokkal defi-
nidltam mér. . ‘

Gamma: Elfeledkeztél a lapok egyszeres Osszefiiggfségérdl. Csak a
poliéder egyszeres dsszefiiggOségét forditottad le. i
EpszILoN: Tévedsz. Megkovetelem, hogy minden kor hatéroljon, méga

0-korok is. A ,,poliéder egyszeres OsszefiiggBségé”-t ,,minden 1-kdr és

2-kor hatdrol”-ra, a ,,]Japok egyszeres GsszefiiggOségé”~ ,,minden 0-kor
hat4rol”-ra forditottam le. ; o

GaMMA: Nem tudlak kdvetni. Mi az a 0-kér?

EpszILoN: A 0-l4nc a csiicsok barmely sszege. A 0-k&r olyan csicsok
barmely Gsszege, amelyeknek a hatira nulla, ‘
GamMa: De mi egy cstics hatdra? Nincsenek minusz 1-dimenzi6s
politopidk! : ‘
EpszILON: Persze, hogy vannak. Vagyis inkabb egy ilyen van: az iires
halmaz. - ‘

GAMMA: Bolondrvagyl ‘ .
ALFA: Lehet, hogy nem bolond. Egy konvenciét vezet be. Nekem

mindegy, milyen fogalmi eszkozokkel él. Lissuk az eredményeit!
EpsziLoN: Nem hasznilok konvencidkat, és fogalmaim nem ,,esz-
kzok”. Az iires halmaz a minusz 1-dimenzi6s politopia. Létezése
. szhmomra feltétleniil nyilvinvalébb, mint, mondjuk, a te kutyad 1é-

TANAR: Semmi platonista propaganda! Mutassa meg, hogy forditjdk
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| :P: maga. ,,hatéx:olé 0:k6rei” »aZ egyszeresen OsszefiiggS lapokat”|
SZILON: Ha fehs.men, hogy birmely cstics hatéra az iires halmaz,
a t?bbl mér semmxsth; Korabbi definfciom szerint egy cstics hatira
az iires ’halmaz, de. két cstics hatédra nulla, a mod 2 algebra miatt. H4-
mfn cstcs hatéra Ismét az iires halmaz, és igy tovabb. Pdros szAmi
cstcs tehat kor, pératlan szdmu cstics nem az. : -
GAMMA Vagyis arfnak a kovetelményednek a lényege, hogy a 0-
koréknek hatéfolmuk kell, azonos azzal a kdvetelménnyel, hogy
;{;n.nely két csiicsnak egy I-lncot kell hatérolnia, vagy kéznyelven
eJe:.zve! azzal, hqu barmely két csiicsot valamilyen élrendszernek
kell 6sszekapcsolnia. Ez persze kizérja a gylirli alaku lapokat. Ez
Zoltaképpen az a kovetelmény, amelyet mi ,,az egyes lapok egyszeres
OsszefiiggBségének” neveztiink, -
E’PSZILS)N E.Al.i.gha tagadhatod, hogy az 4ltalam hasznlt, a poliéderek
éenyeget tukr;)z6 lermészetes nyelv mutatja meg elGszor a koribban
sszefiiggéstelen, elszigetelt, ad hoc kritériumok mé 6
o By mélyen gySkerez8,
t(:lAmA (félre) : Annt aligha tagadhatok, az az, hogy teljesen tan4cs-
an vagyok! ’Meglscsak meglehetdsen furcsa, hogy a ,,természetes
:gg:zt.erﬁséghez vez.et6 ut valéjdban ilyen bonyodalmakkal terhes.
’ A: Hadd ellenSrizzem, hogy értem-e. Azt mondod, hogy minden
csicsnak ugyanaz a hatéra: iires halmaz?
EpsziLON: Igen. )
"ALFA: Ej - gondolom — szémodra a ,,minden csiicsnak van iires
halmaza.” . éllftés ugyanigy axiéma, mint a ,,minden lapnak vannak
€lei” és a ,,minden élnek vannak csiicsai” 4llitds?
EpsziLoN: Igen.
ALFA: De ez.ek az ax.iémé,k aligha lehetnek egyenértékiick! Az elsg
egy konvencib, a mésik ketts sziikségszer{ien igaz! '
TANAR: A tételt leforditotta. L4tni akarom a bizonyit4st. |
E;;IZI;:: l?'o;iest, uram. Hadd fogalmazzam 4t egy kicsit a tételt!
siMinden poliéder, amelyben a korok és a hatdrolé kéré.
T | 0l6 korok egybeesnek,
TANAR: Bizonyitsa be!
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EpsziLoN: Rogvest, uram. Atfogalmazom.? _

BETA: De miért? M4r minden kicsit is homélyos terminusodat lefor-

ditottad tokéletesen ismert terminusokra!

EpszILON: Igaz. De az a forditds, amire most késziilok, egészen més-

~ féle. Primitiv terminusaim halmazit, a primitiv terminusok misik,
még alapvetGbb halmazira forditom le. ‘

BEta: Vagyis némelyik t6kéletesen ismert terminusod ismertebb,

mint mésok! .

TANAR: Béta, ne piszkalja 4llandéan Epszilont! Arra figyeljen, amit

csindl, ne arra, hogyan értelmezi azt, amit csinil! Folytassa Epszilon!

EPpsziLoN: Ha kozelebbr6l megnézziik a tétel utols6 megfogalmazésat,

latjuk, hogy az az incidencia métrix 4ltal meghatdrozott bizonyos

vektor-terek dimenzidinak szimdra vonatkozo tétel.

BEtA: Tessék?

EpsziLoN: Nézd ,linc” fogalmunkat, mondjuk, egy 1-lincot!

Ilyen: :
x1@1 +x2@2+ oo +xé@é’

ahol
0, ...,0,6€, x,x4...,x, vagy 0, vagy 1.

Konnyii beldtni, hogy az 1-lincok é-dimenziés vektor-teret alkotnak
a modulo 2 maradék-osztilyok teste f5lott. Altalinossdgban a k-
lancok N,-dimenziés vektor-teret alkotnak a modulo 2 maradék-
. osztalyok teste f616tt (ahol N, a k-politopidk szdmadt jeloli). A korok a
lanc-terek altereit alkotjik, a hatarolé kérék pedig a kér-terek altereit.
Tételem tehat tulajdonképpen a kovetkezG: ,,Ha a kor-terek és a
hatdrolé terek egybeesnek, a 0-ldnc-tér dimenzidinak szdma minusz
az I-ldnc-tér dimenzidinak szdma plusz a 2-ldnc-tér dimenzidinak széma
egyenlS 2-vel. Ez az Euler-tétel 1ényege. :

1,,Nem tudnéd atfogalmazni a feladatot? Nem tudnidd mésképpen is atfogalmaz-
ni?”’ (Pélya Gy.: A gondolkodas iskoldja. Id. kiad. BelsS borité.)
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TANAR: Tetszik ez az 4tfogalmazés, amely — ahogy igérte — val6ban
megmutatta egyszerli eszkézeinek természetét. Most majd kétségtele-
niil egyszer(i vektoralgebrai médszerekkel bizonyitja az Euler-tételt.
Lissuk a bizonyit4st!

2. A sejtés tjabb bizonyitdsa

EPsZILON: Tételemet felosztom két részre. Az els§ azt 4llitja, hogy a
k6r-§erek es a hatdrol6 kor-terek akkor és csak akkor esnek egybe,
ha dimenzi6ik szdma egybeesik. A mésodik azt 4llitja, hogy ha a kor-
tereknek és a hatdrol6 kor-tereknek ugyanaz a dimenzibja, akkor az
I-linc-tér dimenzidinak szdma plusz a 2-lanc-tér dimenziGinak szima
2-vel egyenl3. ‘ ’
T.j\NAR: Az els8 rész a vektoralgebra egyik trividlisan igaz tétele.
Bizonyitsa be a mésodik részt! ‘

- EpsziLoN: Mi sem kénnyebb ennél. Csak a benne szereplS fogalmak

definiciéjéra kell visszatérnem.! El8szor toltsiik kiincidencia mAtrixain-
kat. Vegyiik péld4ul egy ABCD tetraéder incidencia métrixait, amely-
nek élei AD, BD, CD, BC, AC, AB, lapjai pedig BCD, ACD, ABD,
4BC. A métrixok #f,=1 vagy 0, aszerint, hogy P!_, hozzétartozik-e
Pl-hoz vagy nem. Mitrixaink teh4t a kovetkez8k:

n° A B C D
az iires halmaz 1 1 1 1

nt AD BD CD BC AC AB
¥ | 1 0o o0 0 1 1
B 0 1 0 1 0o 1
C 0 0 1 1 .1 0
D 1 1 1 0 0 0

1A deﬁmélt dolgokat gondolatban a definici6kkal kell helyettesiteni.” (B. Pascal:
Les réflexions sur la géométrie en général. Id. kiad.) ,,Idézd fel a definici6t!”
(Pdlya Gy.: A gondolkodas iskoléja. Id. kiad. Bels6 borit6.)
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73 BCD ACD ABC ABC

AD 0 1 1 0-
BD 1 0 1 0
CD 1 1 0 0
" BC 1 0 0o 1
AC 0 1 0 1
AB 0 0 1 1
n® . ABCD

BCD 1

ACD 1

ABD 1

ABC 1

E mitrixok segitségével most mar kénnyen jellemezhetSk a kfir-tcrek
és a hatdrolt kér-terek. Mdr lattuk, hogy a k-lancok val6jiban a

N
> x,P{ vektorok.

iml
A Pj politopia hatérét a kdvetkez8képpen defini4ltuk:
Ne-1
121 "7:‘1 1_1 »
(Ez — ugyanugy, mint valamennyi kdvetkezd formula — csak régi
definiciénk 4tfogalmazisa szimbolikus jelolésekkel.)
Egy 3 x,Pj k-linc hatéra:

Egy 3 'x,Pj k-lanc akkor és csak akkor k-kor, ha
(1) 2n{x,;=0 minden i-re.

Egy 3'x,P{ k-lanc akkor és csak akkor hatdrol6 k-kér, ha valamilyen
2 YnPa " (k+1)linc hatdra, azaz akkor és csak akkor, ha vannak
olyan y,(m=1, ..., Ny, egyiitthat6k, amelyekre

(2 Xy =2Vl
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Nyilvdnval6 most mér, hogy a kér-tér és a hatdrolé kor-tér
akkor és csak akkor azonos, ha dimenzidik szdma azonos, vagyis
akkor és csak akkor, ha az N1 homogén linedris egyenlet-
rendszer (1) fiiggetlen megolddsainak szdma egyenl§ rangh az
inhomogén linedris egyenletrendszer (2) fiiggetlen megold4sainak
szdmdaval. Nos, a linedris algebra kézismert tételei szerint az els§ sz4dm
N} — @, ahol g, az ||n¥]| métrix rangja, a mésodik pedig g, ;.

Csak azt kell bebizonyitanom tehat, hogy ha Ny—g,=0g,,,, akkor
c—é+I=2, ‘ ,

LAMBDA: Vagy:,,HaN,=g; + @x+1> akkor Ny—N, + N, =2." N, bizo-
nyos vektorterek dimenziéit, g, bizonyos métrixok rangjait jelenti.
Eza tétel mar nem poliéderekr8l sz6l, hanem t5bbdimenzids vektor-
terek részhalmazirél. v
EpsziLoN: Litom, most ébredtél fel. Amig aludt4l, én kielemeztem
poliéderekre vonatkozé fogalmainkat, és kimutattam, hogy ezek
valdjdban vektoralgebrai fogalmak. Az Euler-jelenség gondolatkérét
leforditottam vektoralgebréra, igy mutatva be lényegiiket. Most ter-
mészetesen egy vektoralgebrai tételt bizonyitok. A vektoralgebra
tokeéletesen ismert kifejezésekkel, megfelel§ és vitathatatlan axiéméak-
kal, megfelelS és vitathatatlan bizonyitisokkal rendelkez, egyértelmd
és hatérozott elmélet. Nézziik péld4ul régi, sokat vitatott tételiink 1j,
trividlis bizonyitdsit: Ha N, = @x+ @ky1> akkor Ny—N, +N,= g, +
ter—01—0;+0,+03=0,+0;=14+1=2. Ki merné most kétségbe
vonni e tétel bizonyoss4gat? fgy kétségtelen bizonyossiggal bizonyi-
tottam Euler vitatott tételét.1 )
ALFA: Figyelj ide, Epszilon! Ha azt a rivalis konvenciét fogadtuk vol-
na el, hogy a csticsoknak nincs hatdra, akkor péld4ul a tetraéder ese-
tében az 7° m4trix ’

7 ABCD

0000

lett volna, a g, rang 0 lett volna, kovetkezésképpen c —é+ /= 0o+ 03=

1Eza bizonyitis Poincarété! szarmazik. (H. Poincaré: Complément 3 I'analysis
situs. In: ,,Rendicoqti del Circolo Matematico di Palermo™, 1899. 285—343. o.)

173



=1 lett volna. Nem gondolod, hogy ,,bizonyitdsod” tilsdgosan té-
maszkodik egy konvenciéra? Nem csupén gzért vilasztottad éppen
ezt a konvenciét, hogy megmentsd a tételt? ot Az b
EPSZILON: g,-ra vonatkozd axiémém. nem ,,kon\fencxé vo t. . ri
nyelvemben g, = 1-nek az a nagyon 1s valéségos” Jelemiése, h«()igy min
den csiicspér hatérol, az élek alkotta hilé qsszef?g.g6 (ily n'lé onf;eni ‘
lehetnek gy(ir{i alakd lapok). A ,,konvenci6™ kifejezés teljesen félre

vezet§. Az egyszeresen Osszefiigg8 lapokkal rendelkez8 poliéderek .

esetében g, =1 igaz, p,=0 hamis. ‘
ALFA: Hmo ! Ugy tfinik, azt mondod, hogy g,=1 és g, =0 valamilyen

i (rét j 6 hogy a g,=1-nek az
ktortérbeli strukturat jellemez. A kiilonbség az, _ =1-
:ys:ersen Ssszefiigg8 lapokkal rendelkez§ poliéderek kdzdtt van
valésdgos modellje, a mésiknak viszont nincs.

3. Kételyek a bizonyitds véglegességét illet.é'e'n.
A forditasi eljards meg a definici6k esszemflahsta
és nominalista megkozelitésének ellentéte

i ij bi . De végleges-e?
TANAR: Mindenesetre megvan az 1j bizonyit4s -
ALFA: Nem. Vegyiik ezt a poliédert (29. 4bra)! Van két gyﬁrﬁ alaku
lapja — egy el6l, egy hétul —, felfiijhat torussz4. Es 16 csticsa, 24 éle,

_/

29, &bra
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10 lapja van. Vagyisc—é+1/ =16—24410=2. Euler-féle, de t4volrél
sem egyszeresen Osszefiiggs.

BETA: Nem hiszem, hogy ez Descartes—FEuler-jelenség. Ez a Lhuilier-
jelenség egyik esete. Azaz: egy alagittal és m gyfirii alaki lappal ren-
delkezd poliéder esetében c — é + 1=2— 2k +m. Minden olyan poliéder
esetében, amelynek kétszer annyi gyfir( alak lapja van, mint alagt-

~ ja—ilyen a mi péld4nk is — ¢—é+1/=2, de ez nem jelenti azt, hogy

ezek a poliéderek Euler-félék. Es ez a Lhuilier-jelenség régtén ma-
gyarédzatot ad arra, miért nem volt kdnnyli megtalilni a Descartes—
Euler-sejtés sziikséges é&s elégséges feltételét — avagy az »igazi”
tételt —; azért, mert ezek a Lhuilier-esetek befurakodtak az Euler-
félék kozé.s - L
TANAR: Epszilon azonban sohasem igért véglegességet, csak az 4lta-
lunk kordbban elértnél nagyobb mélységet. Teljesitette azt az igéretét,
hogy olyan bizonyit4st alkot, amely mind a koz6nséges, mind a csil-
lagpoliéderek Euler-féle jellegét egy csapésra megmagyar4zza.
LAMBDA: Ez igaz. Ugy forditotta le a lapok egyszeres &sszefiiggs-
ségének kovetelményét — vagyis azt a kdvetelményt, hogy a hérom-
szdgekre bont4s sordn minden egyes 1j 4tlénak egy 4j lapot kell létre-
hoznia —, hogy a felbont4s teljesen eltiint belSle. E szerint az 1j for-
ditds szerint egy lap egyszeresen Osszefiigg8, ha benne minden cstics-kér
hatérol; ez a kdvetelmény pedig az Euler-féle csillagpoliéderekre is

érvényes. S mig nekiink nehézségeink voltak azzal, hogy Jordannaka

poliéder egyszeres osszefiiggfségére vonatkozs intuitiv (azaz nem
csillag-intuitiv) fogalmit a ‘csillagpoliéderekre alkalmazzuk, Poincaré
forditdsiban ezek a nehézségek eltfinnek. A csi gpoliéderek éppuigy

- esticsok, élek és lapok halmazai plusz egy incidencia mé4trix, mint a

kozonséges poliéderek. Nem foglalkozunk azzal a problém4val, ho-
8yan realizilhat6 egy poliéder abban a térben, amely térténetesen a mi
materi4lis, héromdimenziés, réviden euklideszi teriink. A kis, csillag

1L.: 5. . J. Lhuilier: Mémoire sur la polyédrométrie. Id. kiad. 1812 &s 1890 kozbtt
Szt az Ssszefiiggést kriilbeliil egy tucatszor fedezték fel vjra. -
2L.: 100. o. és kk. .
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alakt dodekaéder példdul nem Euler-féle: nem tal nehéz rajta olyan
-kérbket taldlni, amelyek nem hatérolnak. : .
;:;wl;?zt egy masik )s,zempontbél is érdekes.nek tflélom. Epszilon
bizonyitisa szigoriibb és egyittal 4tfogébb is. Sziikségszerl ez az
;s:::xffgﬁfsNem_ tudom. De mig tanirunk csupan nagyobb mélységet,
én teljes bizonyossdgot tulajdonitok bizonyitdsomnak. '
KAPPA : Tételed éppligy megcéfolhatd egy Otletes fogalom-kit4gitéssal,
mint barmely korabbi sejtés. .
EpsziLoN: Tévedsz, Kappa, s ezt meg is fogom magyarézni.
ALFaA: E18bb hadd tegyek fel egy mésik kérdést blz?nyitésoddal, vagy
inkabb az annak tulajdonitott véglegességgel és blzon?rosséggal ka.p-
csolatban! A poliéder valéban vektoralgebrai struktirdd modellje?
Biztos vagy abban, hogy a ,,poliéder” leforditdsa a vektorelméletre
igaz forditas volt? ‘ 7
g:;zmom Miér mondtam, hogy igaz. Ha valami meglep6, az még nem
ok a kételkedésre. ,,En azoknak a matematikusoknak a nagy iskol4jat
kovetem, akik egy sor meglepd definicié bevezetésével megmentettf%k’ 2
matematikit a szkeptikusoktol, és szigortian bizonyitotték éllitél'saxt.
TANAR: En valéban uigy vélem, hogy ez a forditdsi modszer a lenye‘;ge
Epszilon bizonyitdsa bizonyossiginak és véglcg@ségéngk. Nevezziik
forditési eljdrdsnak. De lissuk, vannak-e mis kételyek! . -
GaMma : Csak még egy. Mondjuk, elfogadom, hogy dedukciéd hibat-

lan. Biztos vagy abban, hogy premissz4idbél ugyanilyen hibdtlan -

dedukciéval nem juthatsz el tételed tagaddsdhoz?

: . O. - )
;;z :zs(:l_éif Ramseyt6l szirmazik. (F. P. Ramsey: The Foundations ?‘fl:kdathe-
” matics and Other Essays. London 1931. 56.0.) Csak egy sz’?t véltoztat . ar:::.;
Ramsey ,,matematikusok’” helyett ,,matematikai logikusokr6l beszél, decsla p
mert nem értetts meg, hogy az altala leirt eljarasméd mm a matematxkal ; )
jellegzetessége, hanem Cauchy 6ta a ,,szigord” matemauka sajétos;sé%ak,é‘ 8 =
tarérték, folytonossig stb. Cauchy altal javasolt és Weierstrass élta} tokéle i
nevezetes definicidi mind ehhez az irinyzathoz tartoznak. Megjegyzem, hogy

. Ramseynek. erre a kijelentésére Russell is hivatkozik. (Bf Russell: Filozofiai fej- ‘

16désem. Bp. 1968. 109. 0.) - o
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EpsziLoN: Minden premissz4m igaz. Hogy lehetnek ellentmondék?
TANAR: J61 megértem kételyeit. De mindig elényben részesitek egy
ellenpéldat akdrhiny kétellyel szemben. o ’
GAMMA: Vajon a hengerem nem céfolja meg ezt az 1ij tételt?
EpszILON: Persze hogy nem. A hengerben az iires halmaz nem hat4rol,
k6vetkezésképpen gy 1. o T

- Gamma: Ertem. Igazad van. Ez az érv, leforditva tokéletesen ismert,

 vildgos és hatérozott terminusaidra, azonnal meggy8zott.

EpsziLoN: Ertem szarkazmusodat! Egyszer kor4bban kétségbe vontad
definiciéimat. Akkor azt mondtam, ezek val6jdban a széban forgb
fogalmak lényegét csalhatatlanul viligos és hatdrozott intuiciéval
 kifejez, vitathatatlanul igaz axiémak. Az6ta gondolkodtam ezen, és
azt hiszem fel kell adnom a definiciékkal kapcsolatos arisztotelidnus
nézetemet. Amikor egy bizonytalan terminust definidlok, val6jiban
egy uj terminussal helyettesitem, és a régi terminus csak az 4j rovidi-
tésére szolgil. l o
ALFA: Hadd tiszt4zzam ezt! Mit értesz ,,definicién”: helyettesitést,
ami balrél jobbra haladé miivelet, vagy roviditést, ami jobbrél balra
haladé miivelet? , '

EpsziLoN: Roviditést. A régi jelentést elfelejtem. Szabadon alkotom
terminusaim jelentését, mikézben sutba dobok régi, bizonytalan ter-
minusokat. Problémaimat is szabadon alkotom, mik&zben sutbadobok
régi, zavaros problémékat, ; '

ALFA: Nem birod ki talzdsok nélkiil. De folytasd csak!

EPSzILON: Programomnak ezzel a véltozisgval egy valamit biztosan
nyerek: egyik kételyetek kikiisz6bo18dik. Ha a definiciék roviditések,
akkor nem lehetnek hamisak. - )
ALFA: De elveszitsz valamit, ami sokkal fontosabb ennél. Euklideszi
programodat tdkéletesen ismert fogalmakkal kifejtett elméletekre
korltozod, és amikor bizonytalan fogalmakkal kifejtett elméleteket
akarsz bevonni e program kérébe, ezt forditssi eljdrdsoddal nem tudod
elvégezni. Ahogy mondtad, te nem forditsz, inkabb dj jelentést alkotsz.
De még ha meg is prébélnid leforditani a régi jelentést, az eredeti,
bizonytalan fogalom néhdny lényeges oldala elveszhetne a fordités
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folyam4n. ElSfordulhat, hogy az 1j, egyértelmi fogalom nem annak a
probléménak a megoldésat szolglja, amelynek megolddsira a régi
fogalom irdnyult.! Ha forditisodat hibitlannak tartod, vagy ha tuda-
~ tosan sutba dobod a régi jelentést, mindkét véglet azonos eredménnyel
jér: a gondolkodas torténetének lomtdraba hajitod az eredeti problé-
mét, s ezt voltaképpen magad sem akarod.? Ezért, ha lecsillapodsz,
kénytelen leszel elismerni, hogy a definiciénak magén kell hordoznia a
médositott esszencializmus nyomat: meg kell Sriznie a régi jelentés
néhany relevans oldalét, balrél jobbra kell dtvinnie relevns jelentés-

elemeket.®
BETA: De ha el is fogadja Epszilon ezt a médositott esszencializmust a

definici6kban, a lemondasaz esszencialista megkozelitésr8] még mindig

"1 Az adekvitsag (4ltaliban implicit) kritériuméat nem kielégitd forditas klasszikus
példija a feliilet teriiletének XIX. szdzadi definici6ja, amelyet Schwarz ,,ellenpél-
dija” végleg megdontott. o
Itt az a nehézség, hogy az adekvétsag kritériumai megvéltozhatnak azoknak az 0j
probléméknak a megjelenésével, amelyek a fogalmi eszkdztar megvaltozisat is eld-
idézhetik. Az ilyen valtozas egyik paradigmatikus esete az integral fogalménak tor-
ténete. A mai matematikaoktatas szégyene, hogy a tanulok képesek pontosan idézni
a Cauchy-, Riemann-, Lebm&ue- stb. integralok kiilénbdz8 definicisit anélkiil, hogy
tudndk, milyen problémak megoldéiséra alkottdk meg, vagy milyen problémék
megoldasa sorin fedezték fel ezeket. Az adekvatsag kritériumainak valtozdsival
a definicibk rendszerint gy fejlédnek, hogy az Ossszes kritériumnak megfeleld
definici6 valik uralkodéva. A kritériumok Ssszeegyeztethetetlensége miatt ez nem
tdrténhetett meg az integral definicidjaval, ezért fel kellett bontani a fogalmat.
A bizonyitasbol szirmazd definicibk még az euklideszi program forditassal meg-
adott definicidinak felépitésében is dontd szerepet jhtszanak.

2 Ez a folyamat nagyon jellemzd a XX. szizadi formalizmusra.

3 Elég kiilonds, hogy ezt a trividlis szempontot mellézik a nominalistik, példiul
Pascal és Popper. Pascal ezt irja: ,,. . . a geométerek és mindazok, akik m6dszeresen
dolgoznak, csak a rdvidebb kifejtés végett adnak nevet a dolgoknak” (B. Pascal: Les
réflexions sur la géométrie en général. Id. kiad.). Popper a kivetkezGképpen véleke-
dik: ,,A modern tudoméanyban csak nominalista definiciok fordulnak el6, azaz a
rovid fogalmazis kedvéért gyorsiris-jeleket vagy elnevezéseket vezetnek be.”
(K. R. Popper: The Open Society and its Enemies. London 1945. L k. 14. 0.)

Erdekes, hogy a nominalistik és az esszencialisték milyen egyképpen vakok ahhoz, -

hogy észrevegyék a misik fél érvelsének racionalis magvét.
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~ ttérnek egy masik teriiletre. Pascal viszont biztosan

6riasi ‘wsszalépés eredeti euklideszi programij4tél. Epszilon most azt
mondja, hogy vannak tSkéletesen ismert terminusokkal &s hibétlzm 1
vezetésekk.el felépitett euklideszi elméletek, mint példdul az aﬁtmetik: '
; geometria, a logika, a halmazelmélet. Most pedig azt akarja elémi’
(;gy az euklideszi program csak a homélyos terminusokat és bizony:
talan levezetéseket tartalmazé nem euklideszi elméleteknek — mi
Példdul az analizis és a valészinfiségszémitds — a mér euklic?esu;

» mintdra felépitett elméletekre valé leforditdsdbol élljon. fgy mind az

alapelméletek, mind az eredetile s .
. i g nem euklideszi
el6tt bj utak nyilnak majd meg. elméletek fejlédése

EPsZILON: Az ilyen ,,mér euklideszi” :
- ”: Z1
uralkods elméletnek nevezem. ~ vagy megalapozott elméletet

GAMMA : Kivédnesi vagyok, mi az alkalmazési teriilete ennek a zsugori-

;o;t zogr?mnak. A fizikira 'bizonyéra nem terjed ki. Soha nem fogod
1; (g d;n;i z{éhl;llémmechamkét geometridra. Epszilon ,.egy sor meg
€10 bevezetésével” akarta ,,megmenteni “ i A
seheptikusoktél \ » a matematik4t a
N~y de legjobb esetben 1s csak néhdny morzs4t mentett
BETA: Van egy problémém azokkal k
a fordit4sos definiciékk
latban. Az uralkodé elméleten beliil ezek pusztin rﬁﬁdités:lknk:lf(;sé(::
ts:an,ak, és ezért ,,deﬁnicié szerint” igazak. De ha a nem euklideszi
rtqményra vonatkozénak tekintjiik 8ket, c4folhaténak latszanak.®

1L.:176. 0.
2E k?:nmn?tmmm'm ngentﬁségét még nem dolgoztak ki kell6képpen.
deﬁnPasea}‘ éﬁmm tt deﬁnicusk nagy $203z616ja és az arisztotelészi esszencialista
gl nagy el@n, nem vette észre, hogy az esszencializmus felad4sa
mmut::gy eukhdem program feladasit jelenti. Az euklideszi program szerint
mindezokat wkteﬂ;l;l:;okat definiilni kell, amelyek ,,csak egy- kicsit is homélyo-
ok~ En e b6l 8ll, hogy egy bizonytalan terminust egy dnkényesen kivé-
pontos terminussal véltanak fel, feladjik az eredeti vizsgalati teriiletet, s

Weierstrass esszencialistak amikor véghezvi tema
s R list voltak, or itték a matematika aritmetizAls-
Mir,’dmjan u&cmnt 2 céxl:b;ta volt, amikor véghezvitte a matematika logicizAlisht.
ittek, hogy a folytonossagra, valés szémokra,
, gész szimokra stb.

~ Vonatkozd definicibik a. kérdéses fogalom lényegét ragadjak meg. Russell, amikor

12¢
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EpsziLoN: Ez igaz. ‘

BEta: Erdekes volna litni, hogy céfolja meg az ember az ilyen defi-
niciékat. : S
THETA: Szeretnék most visszatérni arra a vitakérdésre, hogy Epszilon
dedukciéja megddnthetetlen-e. Még mindig azt llitod, Epszilon, hogy

tételed biztosan igaz? .

EpszILON: Okvetleniil! . .

THETA: Vagyis nem tudod elképzelni, hogy van ré ellenpélda?
EpsziLoN: Ahogy Kappinak mondtam, bizonyitdsom megddnthetet-
len. Nincs ra ellenpélda. :

THETA: Ugy érted, az ellenpélddkat, mint torzsziilotteket, kizdrnid?
EpszILON: Még egy torzsziildtt sem tudja megcafolni.

THETA: Széval azt 4llitod, hogy barmivel helyettesitem be tokéletesen
ismert terminusaidat, a tétel igaz marad? . - :

EpsziLoN: A tSkéletesen ismert terminusokat barmivel behelyettesit-
heted, ami jellemz§ [specific] a vektoralgebrara.

THETA: Nem jellemz8 primitiv terminusaidat nem helyettesithetem
mdssal, mint ,,minden” és ,,2” stb.? o :
EpsziLoN: Nem. De specifikus, tokéletesen ismert terminusaimat
— mint ,,cstics”, ,,é1”, ,,lap” stb. — barmivel helyettesitheted. Ezzel,

azt hiszem, tiszt4ztam, mit értek cdfolaton.
* TuETA: Kétségteleniil. De akkor vagy meg lehet cifolni téged, vagy
 tulajdonképpen nem azt csindltad, amit akart4l.-

EpsziLoN: Nem értem ezt a homélyos célzist.

" megfogalmazta a kiznyelvi ftéletek logikai forméjit, azaz amikor leforditotta a
koznyelvet mesterséges nyelvre, azt hitte — legalibbis a ,,mézeshetek idején”’
(B. Russell: Filozofiai fejlodésem. Id. kiad. 90. 0.) —, hogy csalhatatlan intuici6
vezérli. Popper az esszencialista definiciék elleni jogos kirohanasiban nem fordit
kell6 figyelmet a forditisos definiciok fontos problémajéra és szerintem ezzel
magyarazhat6, hogy (legalibbis szimomra) nem kielégitSen banik a logikai for-
maval. (K. R. Papper: Logic without Assumptions. Id. kiad. 273. o.) Szerinte (ésitt

. Tarskit kiveti) az-érvényes levezetés definicitja csak a formulikban szerepl jelek
jegyzékétdl fiigg. De egy intuitlv levezetés érvényessége a levezetésnek a kiz- (vagy
aritmetikai, geometriai stb. ) nyelvrdl a logikai nyelvre valé forditdsdtdl is fagg: figg
az dltalunk elfogadott forditdstél. :
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THETA: Majd megérted, ha akarod. f ‘
! , rod. Esszerfinek l4tszik 1d4re
:ealllotl: kelképzeliesed jellemzése. De ha ez az, amit ellen:zé;cllléezfl: 11(11?\1;21
» KXor ,,tbkéletesen kozismert terminusaid” ; ise i
t ‘ a1d” jelentése k ¢ fon-
:i)ss. :a hca ;lllll:jst:g JOgos, pontosan ez bizonyit4sod értéke ié;slzeot;:;r:
ds, o an — éppen a c4folhatatlan bizon . )
2% ha ; ] , yit4s fo
f:;:ntés; tglem .Fugg a specifikus ,,tokéletesen kozismert teri]ix;ntfscs)it
;zéb . Blzon.yitésod terhét tehdt — ha igazad van — teljes egé-
, o n::z:l;eef;) ch;cxﬁll((us alapterminusok — jelen esetben az aritxiletikii :
; melett, logikai terminusok — jelen iseli, é :
sem sgeaﬁkus terminusaid jelentése. F Sl Ve o  loglovtabs
eg;z t;g:ln blZOl:yitésokat fo;:mélis bizonyftdsoknak nevezem, mivel
o adn ,:legl. fiiggnek a specifikus terminusok jelentésétdl. A,forma-
e fonio lzonyéra. a nem specifikus terminusokts] fiigg. Valéban
B font S e tefmmusc.)k — formativ terminusoknak nevezem
P cletesen ismert jellege. Jelentésiik régzitésével megallapit-
elle;;glél] d;iadhaté el ellenpélddnak és mi nem. Ezzel szabélyozhatépaz.
o neveuﬁix‘adata; Ha a te'{elre n.incs ellenpélda, a tételt ta&tolo’gid-
Ao ﬁ,mgsetunkben aritmetikai-halmazelméleti tautolégidnak
il]and.é kf:kt k, tautoléglé.x-nk skéldja — a vélasztott kvézilogikaxz
megfelelSen — j6 széles. Itt azonban egy csomé problé-

- mAt létqk. ElGszor is: honnan tudjuk egy tautolégisrél, hogy tautols-

gia?
KAPPA: Sohasem tudhatod minden kétséget kiziréan. De ﬂa komoly

kételyeid vannak e
: gy uralkod6 elmélettel kapcsolatba )
és cseréld fel egy mésik uralkod6 elmélettel 1t ™ (obd sutbe,

1 Az uralkods elmélet il tszervezésévi
imélet ilyen megviltozdsa egész tuddsunk 4& ; j
Az Skorban az aritmetika paradox jellege, sGt, latszblagos kbmthg: ! z:x: '

rél, i
: és uﬁm:a: geonwtnﬁval. Arényelméletiik azt a célt szolgiita, hogy az
antrne. : a geometnara. Meg voltak gydzédve arrsi hogy az
csillagiszat az eg&z fizika lefordithaté a geometria nyelvére ' etz
tes nagy jftasa volt a geometria felcserélése az algebraval; talin azért, mert

azt hitte, hogy az uralkod
il 6 elméletben magénak az elemzésnek kell az igazsigra
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)
A szerkeszt6k megjegyzése: A dialégusnak ez a része Lakatos értekezésében
itt véget ér. Megprébaltuk volna rabeszélni Lakatost arra, hogy az aldbbiak-~
hoz hasonléan folytassa tovdbb:

TuETA: De abbdl, ami épp most hangzott el, gy tiinik, az kovetkezik, hogy )

ha olyan rendszerekbe tudjuk Snteni bizonyitdsainkat, amelyekben az ural-
kod6 elmélet a logika, akkor, mihelyt logikdnkat illetSen nincs komoly
kételyiink, képesek lesziink biztositani dedukcidink megdonthetetlenségét,
és a sz6ban forgd bizonyitds helyett minden kételyt a lemmékra, a tétel
el6zményeire harithatunk.

EpsziLoN: Oriilok, hogy végre legalibb Théta megértette. Bizonyitdsomat
val6ban olyan rendszerbe lehet dnteni, amelyben az uralkodé elmélet a logi-
ka. Ebben a rendszerben azt a feltételes itéletet, amelynek elGtagjaba minden
lemmat beépitettiink, be lehet bizonyitani, és tudjuk, hogy (a formativ ,,logi-
kai” kifejezések adott készletétSl fliggben) nem létezik ellenpélda egyetlen

A modern matematika ,,szigortisigi forradalma’ voltaképpen az aritmetika ural-
kodb jellegének helyreallitasabol 4llt; ez a hatalmas program a matematika arit-
metizalasat jelentette Cauchyté] Weierstrassig. A dont6 1épés a valés szamok el-
méletének kidolgozisa volt; ezt j6 néhiny gyakorlé matematikus mesterkéltnek
tartotta, ugyanigy, mint a gérdgok ,,mesterkélt”” ardnyelméletét.

Russell viszont a logikat tette az egész matematika uralkod6 elméletévé. E kérdés
torténetét esetleg 11j megvilagitasba helyezheti a metamatematika torténetének egy
olyan értelmezése, amely azt egy uralkod6 elmélet kereséseként fogja fel. Ez az
értelmezés talan bebizonyithatja: Gddelnek az a ,,felfedezése™, hogy a metamatema-
tika természetes uralkodd eimélete az aritmetika, egyenesen vezetett el a kutatis
jelenlegi szakaszihoz, és mind az aritmetikiban, mind a metamatikiban j tdv-
latokat nyitott. : o

Egy masik figyelemreméité euklideszi fordits volt a valészinfiségelmélet modern
bedgyazisa a mértékelméletbe. :

Az uralkod6 elméletek és valtozasaik nagymértékben meghatirozzik a tudomany
fejl6dését Altaldban is. A racionilis mechanikinak — mint a fizika uralkodé elmé-
letének — a kidolgozasa, majd Gsszeomlisa kidzponti szerepet jitszott a modern
tudominy tdrténetében. A legijabb kori tudomény izgalmas sajatossigai kbzé
tartozik a biologia harca az ellen, hogy a kémiéra, a pszicholégiaé az ellen, hogy a
fiziologiara forditsak le. A forditasi eljarasok a problémék roppant tirhizai, olyan
- hatalmas gondolkodési sémékat képviseld torténelmi tendencidk, amelyek legalibb

annyira fontosak, mint a hegeli tridda. Ezek a forditdsok 4ltaliban meggyorsitjik

mind az uralkodé, mind a beolvasztott elmélet fejlddését, de késSbb, amint a fordf-
tis gyenge pontjai elStérbe keriilnek, a forditas a tovabbi fejlédés gitjava valik.
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olyan itéletre sem, amely ily m6édon bebizonyithat6, Ez a feltételes itélet igaz
marad a lefré terminusok 4tértelmezését6l fiiggetleniil.

LameDA: Honnan , tudjuk”? :
Epsz1LoN: Nem tudjuk bizonyosan; ez egy informalis logikai tétel. Mésfel5l
azonban tudjuk, hogy egy ilyen rendszerben barmely 4llftlagos bizonyités
teljesen mechanikusan ellendrizhet8 egy olyan eljirassal, amely véges szdmi
lé.pésben garantdltan pozitiv vélaszt ad, s igy kimutathaté, hogy valéban
bizonyitis-e vagy sem. Ilyen rendszerekben viszont a te »bizonyitaselemzé-
sed” trivialitdss4 siillyed.

ALFA: Azt mégis el kell ismerned, Bpszilon, hogy a ,,bizonyitiselemzés”
megOrzi jelent6ségét az informalis matematikdban, s hogy a formidlis bi-
zonyitdsok mindig informalis bizonyitisok forditésai, a forditassal kapcsolat-
baa felmeriilt problémak pedig nagyon is valésigosak.

-LaMBDA: De Epszilon, honnan tudhatjuk, hogy a bizonyitis ellenérzése

mindig pontos ?

EpsziLoN: Olthatatian szomjad a bizonyossigra most mér igazdn kezd ide-
gesitdvé vélni, Lambda! Hényszor kell még elmondanom, hogy semmit sem
tudunk bizonyosan? Vigyakozdsod a bizonyosségra mégis rendkiviil unal-

mas kérdések felvetésére késztet téged, és érzéketlenné tesz az érdekes prob-
1émék irant. ° '
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I. FOGGELEK

MEG EGY ESETTANULMANY
A BIZONYITASOK ES CAFOLATOK
MODSZERERE

1. A ,,folytonossig elvé”-nek Cauchy-féle megvédése

A bizonyitésok &s céfolatok médszere a matematikai felfedezés igen
dltaldnos heurisztikus sémja. Ugy tfinik, mégis csak az 1840-es évek-
ben fedezték fel, sokan még ma is paradoxonnak vélik, és sehol sem
fogadjék el igazin. Ebben a fiiggelékben megkisérlem Osszefoglalni
egy matematikai analizisbeli bizonyit4selemzés torténetét, és megpré-
bilom megkeresni a megértésével és elismerésével kapcsolatos ‘ellen-
4llds forrésait. ElGszor ismét felvizolom a bizonyit4sok é&s cfolatok
modszerét, amelyet mér a Descartes—Euler-sejtés Cauchy-féle bizo-
nyitisira vonatkozé esettanulminyommal szemléltettem.

A matematikai felfedezésnek — vagy az informilis matematikai
elméletek fejlédésének — van egy egyszerli sémdja. Ez a kdvetkezd
szintekb6l 411 :1 -

1. Primitiv sejtés. , ; :

2. Bizonyitds (egy durva gondolatkisérlet vagy érvelés, amely a pri-
Mitiy sejtést rész-sejtésekre vagy lemmdkra bontja).

3. ,,Globdlis™ ellenpélddk (a primitiv sejtéssel szembeni ellenpéldak)
meriilnek fel. ' : .

1 Mint mér hangsilyoztam, a tényleges torténelmi séma némiképp eltéchet ett|

- @ heurisztikus sém4tsl. Id6nként a negyedik szint is megel6zheti a harmadikat

(még a heurisztikus sorrendben is), egy szellemes bizonyitaselemzés sugallhat
ellenpéldat is, .
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4. A bizonyitds ismételt vizsgdlata: azonositjdk a ,,biinds lemmdt”,
amelynek a globdlis ellenpélda ,.helyi” ellenpélddja. Ez a blinés lemma
kordbban esetleg ,rejtett” maradt, vagy tévesen azonositottdk. Most
explicitté teszik ezt a lemmat, és feltételként beépitik a primitiv sejtésbe.
A tétel — a helyesbitett sejtés — felvdltja a primitiv sejtést. Ennek leg-
JObb j jellemzdje az 1j, bizonyitdsbol szdrmazé fogalom*

Ez a négy szint alkotja a bizonyit4dselemzés lényeges magvit, de
vannak még gyakran el6fordulé tovabbi szintek is: ’

3. Megvizsgdljdk mds tételek bizonyitdsait, hogy megnézzék, eld-
Jordul-e benniik az tjra megalapozott lemma vagy az iij, bizonyitdsbdl
eredé fogalom. Esetleg megdllapitidk, hogy ez a fogalom kiilonbozé
bizonyitdsok kozos metszéspontjdban taldlhatd, s ennélfogva alapvetd
Jelentdségil. ' : ;

6. Ellendrzik az eredeti és most megcdfolt sejtés mi}tdeddig elfogadott

kovetkezményeit. .
7. Az ellenpélddkat 1j példdkkd véltoztatjdk, uj vizsgdlati teriiletek

tdrulnak fel.

Szeretnék most elvégezni egy mdsik esettanulményt. Itt a primitiv
sejtés az, hogy a folytonos fiiggvények konvergens sorainak hat4rértéke
maga is folytonos. El8sz6r Cauchy bizonyitotta ezt a sejtést, hiszen igaz
voltat kordbban magitdl értetGdGnek tekintették, s ezért az egész
XVIII. szdzadban sziikségtelennek vélték a bizonyitisit. Az ,,ami a

* A szerkeszt6k megjegyzése: Més szbval, ez a mbdszer (részben) abbél 4ll, hogy
P;..., P, itéletsorozatot alkotunk tigy, hogy feltételezziik: a sz6ban forg6 targyak
bizonyos tartoményéra igaz P, & . . . & P, , és tigy latszik, hogy ennek kivetkezménye
az § primitiv sejtés. Kideriilhet, hogy nem ez a helyzet, més szdval, taldlunk olyan
eseteket, amelyekben § hamis (,,globélis ellenpéldik™), do P,-t8l P,-ig minden
allitas igaz. Ez egy Uj, P,,; lemma megfogalmazisira vezet, amelyet szintén meg-
céfol az ellenpélda (,,helyi ellenpélda’™). Az eredeti bizonyitést igy egy \ij, a kdvetke-
20 feltételes itéletben dsszefoglalhatd bizonyitas véltja fel:

P& ... &Py &Py ——>S

Az ellenpélda most mér nem teszi kérdésessé e feltételes ftélet (logikai) igazsagat
(mivel az el6tag most hamis, ezért a feltételes itélet igaz).
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hatérértékig igaz, az a hatdrértékre is igaz” ,,axiéma” speciélis eseté-
ll::ltcétz:rtotték.l A sejtés és bizonyitésa Cauchy nevezetes miivében talgl-

‘F eltéve, hogy ezt a ,,sejtést” mindaddig trividlisan igaznak tartottdk,
-miért érezte sziikségesnek Cauchy, hogy bizonyitsa? El6z8leg biralta
valaki a sejtést? . '

..Mint majd 14tni fogjuk, a helyzet nem volt ilyen egyszerii. Utélag
kdnnyen vagyunk bélcsek, igy most mar érthet8, hogy Fourier egyik
munkdja vetett fel ellenpéldskat Cauchy sejtésével szemben.3 Fourier-
nak.ez az irdsa valéban tartalmaz egy példét arra, ami mai fogalmaink
szerint egy folytonos fiiggvényekbdl 4ll6 konvergens sor, de sszege
Cauchy-féle értelemben nem folytonos: l‘

1 1 ,
cos x—;cos 3x+3-cps Sx—... @

Egészen’ vil.ftgos azonban, hogy Fourier hogyan vélékedett err8l a
sorrdl (és viligos, hogy a modern felfogéstél eltért az 4llispontja):

a) Azt 4llitja, hogy a sor mindeniitt konvergens.

b) Azt 4llitja, hogy a sor hatérfiiggvénye olyan kiilon4llé egyenes
szakaszokbdl 4ll, amelyek parhuzamosak az x tengellyel, és hosszuk
egyenlS. Ezek a pirhuzamosok viltakozva a tengely felett és alatt

l.W. WhmII:HistoryofScimtiﬁcIdeas.Lk.In:ThePhﬂoso hy of the In
tive Sciences. A harmadik kiadés els§ része. 1858. 152. o. ‘:’)h:well 1858-:::
legalabb tfz_ évvel elmaradt korétél, Az elv a folytonosség leibnizi elvébdl ered.
Boyer eml{tl (C. Boyer: The Concepts of the Calculus.'New York 1949. 256. 0.)
az elv Lhuilier-t51 szirmaz6, jellemzs vjrafogalmazésat (S. 4. J. Lhuilier: Exposi-
tion élémentaire des principes des calculs supérieurs. Berlin 1786. 167. o.).

2 A. L. Cauchy: Cours d’analyse de I'Ecole Royale Polytechnique. Id. kiad. 131. 0.
3J Fowier:Mémoiresurlapropa&aﬁondelachalmmdansbseorpe solides
(Extraif). In: ,,Nouveau Bulletin des Sciences, par la Société Philomathique do
Paris”, 1808, 112—116. 0. A Laplace-b6l, Legendre-b6l és Lagrange-bol 4116
2stiri Fourier-nak itélte az 1812-es grand prix de mathématiques-ot ezért az értekezé-
sért, amely csak Fourier 1822-ben kiadott klasszikus mfive, a Théorie analytique de
{a chaleur utin, Cauchy tankdnyve utin egy évvel jelent meg, de tartalma mér koz-

* ismert volt,
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helyezkednek el; badrmely két szakasz kézétt a tdvolsig /4, és olyap
rajuk merSleges szakaszok kotik Ossze Bket, amelyek maguk is
részei a gérbének.!

Sokatmond6k Fourier szavai a grifban szerepl8 fiigg8legesekr6l.
Ezeket a hatirfiiggvényeket (bizonyos értelemben) folytonosnak te-
kintette. Fourier bizonyéra barmilyen fiiggvényt folytonosnak tartott,
ha gréfja megrajzolhat6 gy, hogy a ceruzit nem kell felemeln’i a pa-
pirrél. Ezért Fourier nem gondolta volna magirél, hogy ellenpélddkat
konstrudl Cauchy folytonossig-axiémajaval szemben.? A folytonossig
Cauchytél ered§ késgbbi jellemzése fényében keriilt csak sor arra,
hogy egyes Fourier-sorok hatérfiiggvényét kezdték nem folytono§nak
tekinteni, s igy magukat a sorokat is a Cauchy-sejtés ellenpélddinak

1 J. Fourier: 1. m. 177. és 178. szakasz. )

2 Miutén ezt leirtam, felfedeztem, hogy a ,,nem folytonos” terminus — nagyjélfél
a Cauchy altal hasznélt értelemben — megjelenik Poisson 1807-b6l és Fourier
1809-b8! szirmazd, mind ez ideig kiadatlan kézirataiban is (ezeket dr. J. Ravetz
tanulmanyozta, aki szivélyesen lehetvé tette szZimomra a tulajdonit képezd mﬁ;
. solatok megvizsgalisat). Ez kétségteleniil bonyolitja a»lléspontomat,. l:.oérnem cifolja
- . meg. Fourier-nak kiilénbzd idépontokban nyilvanvaléan két kiilonbdzd elkép-
zelkése volt a folytonossagrol, és ez a két kiilsnbdz3 fogalom valoban egész termé-
szetesen két kiilonbozd teriiletrdl szirmazik. Ha egy

1
sinx—%sin 2x+§sin 3x-...

sorral értelmezett filiggvényt egy zsindr kezdd helyzetének tekintiink, blzony.ar.a
folytonosnak fogjuk tartani, és a fiigg6legesek kiiktatdsa — Cauchy definici6ja
megkoveteli ezt — természetellenesnek latszik. Ha viszont ezt a fiiggvényt, mond-
juk, egy drot hémérsékletét abrazold dsszefiiggésként értelmezziik, akkor a fi'igg-
vény nyilvinvaléan nem folytonosnak tfinik. Ezek a megfontolésok. k.ét sejtést
sugalinak. El8szor is, lehet, hogy Cauchy nevezetes folytonouég—deﬁn(cxégét., amely
ellentétes a fliggvénygorbe ,,zsinor-értelmezésével’’, éppen Fourier hétani vizsgéla-

tai dsztondzték. Méasodszor, lehet, hogy Fourier éppen azért ragaszkodott a fiiggs-

legesekhez ezeknek a (,,h6tani értelmezés® szerint) nem folytonos fiiggvényeknek a
gorbéjében, mert nem akart ellentmondasba keriilni a Leibniz-el\fv?l. *4 szter-
kesztok megjegyzése: Fourier matematikai munkAssigirol tovabbi qumlacfék
talilhatok I. Grattan-Guinness (J. R. Ravetzcel egyiitt irt) ,,Joseph Fourier,
1768—1830" (M. L. T. Press, 1972.) cim@ miivében.
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tartani. Elfogadva a folytonossignak ezt az tj, intuicié-ellenes defi- -
nici6jét, Fourier 4rtalmatlan folytonos rajzai a régi, j61 bevalt folyto-
nosségelv kdrtékony ellenpéld4inak t{intek. .

Cauchy definicija kétségteleniil oly médon forditotta le az arit-
metika nyelvére a folytonossig egyszerﬁ fogalm4t, hogy a »k0z0nséges
j6zan észt” csak megbotrinkoztathatta.! Miféle folytonoss4g az, ami
azt jelenti, hogy ha egy kicsit elforgatjuk egy folytonos fiiggvény gor-
béjét, akkor nem folytonos fiiggvénnyé valik 7*

Vagyis ha a folytonossig intuitiv fogalm4t Cauchy fogalmaval he-
lyettesitjiik, akkor (és csakis akkor !) tlinhet \gy, hogy Fourier ered-
ményei ellentmondanak a folytonossig axiémajinak. Ez erGs, taldn
'd6nt8 érvnek latszik Cauchy uj definiciéi ellen (nemcsak a folytonos-
ség, hanem m4s fogalmak — példdul a hatirérték — definiciéja ellen
is). Nem csoda tehat, hogy Cauchy meg akarta mutatni, hogy valéban
be tudja bizonyitani a folytonossig axiéméjit a folytonossag 4ltala
adott uj értelmezésének megfelelSen, s ezzel bizonysigat adja annak,
hogy definici6ja az adekvitsig legszigoriibb kovetelményének is meg-
felel. Sikeriilt kidolgoznia a bizonyitést, s azt hitte, hogy ezzel hal4los
csapist mér Fourier-ra, erre a tehetséges, de zavaros és pontatlan
dilettdnsra, aki akaratlanul kétségbe vonta definici6jat.

Ha Cauchy bizonyit4sa helyes volna, akkor Fourier példéi — a 14¢t-
szat ellenére — természetesen nem lehetnének valédi ellenpéldik. Az
egyik médja annak, hogy ezt bebizonyitsik, az volna, ha bebizonyi-
tanik: azok a sorok, amelyek szemmel I4that6an olyan fiiggvényekhez
konvergilnak, amelyek Cauchy értelmezése szerint nem folytonosak,
egyaltaldn nem konvergensek.

1 Azaz a hirszerGiséget vagy gorbeszeriiséget feltételezd j6zan ész.

* A szerkeszték megfegyzése: Talin nem is a folytonossigra vonatkozo intuitiy
fogalmunk szenved itt sérelmet, hanem az a hitiink, hogy bérmely olyan gérbe,
amely egy fliggvényt 4brézol, enyhe elforgatis utin még mindig valamilyen fiigg-
vényt jellemez. Fourier girbéje intuitiv szempontbél folytonos, és ez az intuicié
még mindig megmagyarazhat6 a folytonossag e, & definici6javal (amelyet Cauchy-
nak szoktak tulajdonitani); Fourier gorbéje ugyanis — a fiiggGlegesekkel egyiitt —
paraméteres alakban jellemezhet két folytonos fiiggvénnyel.
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Es ez tetszet8s feltevés volt. Fzekben a kritikus esetekben Fourier
maga is kételkedett sorainak konvergencidjéban. Eszrevette, hogy a
konvergencia lassii: ,,A konvergencia nem elég gyors ahhoz, hogy j6
kdzelitést adjon, de az egyenlet igazsdga szempontjabél kielégits.”!

Utblagos bolcsességgel érthet8, hogy bizonyos értelemben a kovet-

’kez8 tény is igazolta Cauchynak azt a reményét, hogy ezekben a kriti-
kus esetekben a Fourier-sorok nem konvergalnak (és ezért nem 4llitjak
eld a fiiggvényt). Ahol a hatérfiiggvény nem folytonos, a sor az

-;- [f(x +0) + f(x—0)] értékhez tart, és nem egyszerlien f(x)-hez. Csak

akkor tart f(x)-hez, ha f(x)=%[f(x+0) +f(x—0)]. Ezt viszont 1829 |

elftt nem tudtik, és a kdzvélemény elBszor voltaképpen inkébb
Fourier, mint Cauchy mellett 4llt. A Fourier-sorok mfik3d8képesnek

litszottak, & amikor Abel 1826-ban, 6t évvel Cauchy bizonyitésinak

megjelenése utdn, dolgozatdnak egyik l4bjegyzetében® megemlitette,
hogy Cauchy tétele alél vannak ,,kivételek”, ez meglehetdsen furcsa
kett8s gybzelmet jelentett: elfogadtik a Fourier-sorokat, de elfogad-
tdk Cauchy megd6bbentS folytonossdg-definici6jat, valamint az ennek
alkalmazisdval bizonyitott tételét is.

-

. 1J. Fourier: Mémoire sur la propagation de la chaleur dans les corpe solides
(Extrait). Id. kiad. 177. szakasz. Ez a megjegyzés természetesen tivol &ll att6l a
felfedezéstl, hogy ezeken a helyeken a konvergencia végteleniil lassi, amelyre csak a
Fourier-sorokkal valé szimolds 40 évi tapasztalata utin keriilt sor. Riadasul,
valésziniileg nem jéhetett volna létre ez a felfedezés a Fourier-sejtés Dirichlet-t51

- szhrmazé alapvet5 helyesbftése eldtt, amely bebizonyitotta, hogy a Fourier-sorok-
kal csak azok a fiiggvények éllithatok el5, amelyek értéke a szakadisi helyeken

1
3 F&x+0)+f(x-0)].
2 N. H. Abel: Untersuchungen iiber die Reihe

(m—1) . o(m—1) (m— : :
1+?x+"'("; D gl 2)3('" 2 .... In: ,JYournal far die Reine und

Angewandte Mathematik”, 1826. 316. o.
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Pontosan ennek a kett8s gy6zelemnek a fényében tlint most mar ugy.
hog¥ kell lenni kivételeknek a folytonossig elvének &ltalunk vizsgél;
specifikus véltozata alél, noha Cauchy hib4tlanul bebizonyitotta ezt
az elvet. : :

.Cauphy bizonyira ugyanarra a kévetkeztetésre jliiott, mint Abel,
mivel még ugyanebben az évben bizonyit4st adott a Fourier-sorok
konvergenci4jirél, anélkiil persze, hogy feladta volna a folytonossdg

 aga alkotta jellemzését.* Mégis igen kinosnak tal4lhatta a helyzetet,
Soha nem jelent meg a Cours d’analyse mésodik kétete. Es ami még
gyanﬁsal?b, az els8 kotetet sem adatta ki tjra; ha'gi'ta, hogy tanitv4-
nya, Moigno kiadja az el§addsokon készitett jegyzeteit, amikor mér
til nagy sziikség volt egy tankdnyvre.3 ~

Mivel Fourier péld4it most m4r ellenpéldaként értelmezték, magj-
tél é‘rtet6d6' volt a tanicstalanség: hogy lehet egy bizonyitott tétel
hamis, avagy hogy nengedhet meg kivételeket 7 M4r beszéltiink arrél,

- hogy ugyanebben a korban milyen zavarénak talsltik az Euler-tétel

aléli ,,ldvé;eleket”, amelyek annak ellenére bukkantak el8, hogy a
tétel be volt bizonyitva.

14. L. Cauchy: Mémoire sur les développements des f; . pério-
; 4 unctions en séries

diques. Zn: ,,Mémoires de I’Académie des Sciences”, 1826, 603—612. 0. A bizo-

Dyiths egy javithatatlanul hamis feliételezésen alapul, (Lisd pL: B. Riémann:

UberdieDarstellbarkeiteimrFuncﬁmdmchdnotﬁgonomn'ncheReﬂu.In:

- »Abhandlungen der Kaniglichen Gesellschafit der Wissenschaf; ‘Gottingen”,
'1868. 87—132. 0.) - ten 2 Go ’

2F N. M. : Leg ‘ i ' ,
2 2 Moigno Imnsdecalculdiﬂ‘emntxelet*calmlintégml.?&rhx
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2. Seidel bizonyitisa
és az egyenletes konvergencia -
- bizonyitdsbél szérmazd fogalma

Mindenki gy érezte, hogy ez a Cauchy—Fourier-iigy nem egyszerfien
édrtalmatlan rejtély, hanem az egész uj, ,,Szigori” matematika végzetes
szégyene. Dirichlet a Fourier-sorokrél irt hires dolgozatdban! meg
sem emlitette a szembetfing ellentmondist, noha azzal foglalkozott,
' hogy pontosan megmutassa, hogyan 4llitanak el folytonos fiiggvé-
nyek konvergens sorai nem folytonos fiiggvényeket, és nyilvinvaléan
nagyon jol ismerte a folytonossdg elvének Cauchy-féle véltozatat.

A rejtélyt végiil Seidel oldotta meg: felismerte a blins rejtett lemmaét

Cauchy bizonyitdsdban.® Erre azonban csak 1847-ben keriilt sor.

Miért ilyen késdn? E kérdés megvélaszolisdhoz meg kell vizsgélnunl‘c
“kicsit kozelebbrsl Seidel nevezetes felfedezését.
2/n(%) legyen folytonos fiiggvényeknek egy konvergens sora, és

tetsz8leges n-re vezessitk be a kovetkez8 definicidkat: S, (x)= 3 f.(x)

m=0

(0= '% Sl

Cauchy bizonyitdsa a kovetkez§ feltételekbdl indul ki:

Tetszbleges >0 esetén ‘

(1) van olyan 3, hogy ha |b| <8, akkor tetsz8leges b-re |S,(x +b)—
—S8,(x)| <& (az S,(x) folytonossiga miatt van ilyen 8);

(2) van olyan N, hogy mindéen n=N szimra |r,,(x)| <e (@ 3f.(x) sor
konvergencidja miatt van ilyen N); , :

(3) van olyan N’, hogy minden n=N’ szimra |r,(x+b)| <¢ (a 3f,
(x + D) sor konvergencidja miatt van ilyen N”).

-1 P. G. L. Dirichlet: Sur la convergence des séries trigonometriques que servent
* représenter une fonction arbitraire entre des limites données. In: ,,Journal fiir die

Reine und Angewandte Mathematik’, 1829. 157—169. o. :

2 P. L. Seidel: Note {iber eine Eigenschaft der Reihen, welche discontinuirliche
" Functionen Darstellen, Id. kiad. Lo
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Ezekbdl a feltételekb8l Cauchy konkhizibja:
FCe+8) ~£(x)| = |S,(x+ ) +1,5+5) = S, 1, ()] = | S, +8)
- ,,(x)|+lr,,(x)[+lr,,(x+b)'<38 minden || < 3-ra.

Mérmost azok a globélis ellenpéldik, amelyeket a Cauchy-féle .
értelemben nem folytonos fiiggvényekhez konverg4lé folytonos fiigg-

- vényekbdl 4116 fiiggvénysorok jelentenek, azt mutatjék, hogy valami

baj van ezzel a (durvdn megfogalmazott) érveléssel. De hol a blinds
lemma? ' (

Kicsit gondosabb bizonyit4selemzéssel (ugyanazokat a jelSléseket
alkalmazva, mint az el§bb, csak azt is megjeldlve, hogy egyes mennyi- ;
ségek mitSl fiiggnek) a kovetkezGt kapjuk:

(1) [S(x+8)=S,(x)|<e, ha [b|<d(e, x,n);
@) [r®)|<e, ha  n=Ne, x);
(3) |rix+b)|<e, ha n>Ne, x+b),

ezért |S,(x+b)+7,(x +b)—S,(x) -1, ()| = |fx+b)—f (x)|<e, ha
n>max,N(e, z) é |b|<d(e, x, n).

A rejtett lemma az, hogy ez a maximum — max, N(e, z) — barmely
rogzitett ¢ mellett 1étezik. Ezt nevezték el késGbb az egyenletes konver-
gencia kbvetelményének. o '

Valészinfileg hirom 8 akadaly 4llta witjét ennek a felfedezésnek.

Az elsé az volt, hogy Cauchy lazén alkalmazta a ,,végteleniil
kicsi” mennyiségek fogalmit! A mdsodik az volt, hogy ha egyes
matematikusok észre is vették, hogy ebben a bizonyitdsban benne fog-
laltatik az a feltételezés, hogy az N-ek végtelen halmazdnak létezik
maximuma, nem gondolkodtak tovibb a problémén. A maximum-
problémék Iétezésével kapcsolatos bizonyitdsok el8szor a Weierstrass-

1 Emiatt A. L. Cauchy Note sur la séries convergentes dont les divers terms sont
des fonctions continues dune variable réelle on imaginaire entre des limites don-
nées (In: ,,Comptes Rendus Hebdomadaires de Séances de I'Académie des Scien-
ces”, 1853, 454—459, ©0.) cim( frisiban sem viligos, kritikus szemiélettel értékeite
régi bizonyitasat, és tételét sem tudta viligosan megf i .
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iskoldban jelennek meg. A harmadik és legfGbb akadély azonban az
euklideszi metodolégidnak, a XIX. szdzad eleji matematika -j6 és
rossz szellemének, uralma volt. S o

De miel8tt ezt 4ltalinosségban térgyalnink, nézziik meg, hogyan

oldja meg Abel azt a problémét, amelyet a Fourier-ellenpéld4k vetnek -

fel a Cauchy-tétellel kapcsolatban! Be fogom bizonyitani, hogy Abel
ezt a ,kivételek kizdrdsa™ primitiv médszerével oldja (vagy inkdbb

»0ldja’’) meg.?

3. Abel kivétel-kizdré médszere

Abel csak egy ldbjegyzetben emliti meg a problémat, ami szerintem a

binomislis sorokrol sz6l6 hires dolgozatdnak? alapvet3 hattérproblé-
méja. Ezt irja: ,,Ugy vélem, vannak kivételek Cauchy tétele al6l”,és

rogtén példaként idézi a :
' 11 ‘
4 sinq5—-2-sin 2¢+§sin 30—...sort3

Abel hozzAteszi, hogy ,,mint ismeretes, sok ehhez hasonlé példa van”.
Az ellenpéldira Gigy vélaszol, hogy elkezd taldlgatni: ,,Mi Cauchy
tételének biztonsigos érvényességi tartomanya ?” :

Vélasza a kovetkez§: az analizis tételeinek 4ltaliban és konkrétan a
hatérfiiggvény folytonossdgdr6l sz616 tételnek az érvényességi tarto-
ménya a hatvdnysorokra korlatozédik. A folytonossig elve al6l min-

1L.: 46—55. o.
2 N. H. Abel: Untersuchungen iiber die Reihe

1+ e mm D) a M= D M=) 14 kiad, 316. o,

17 2 2.3

3 Abel nem beszél arr6l, hogy mar Fourier is éppen ezt a példit emlitette ebben a
kontextusban. . . '
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den ismert kivétel trigonometrikus sor volt, ezért Abel azt javasolta,

hogy. vonuljunk vissza a hatvinysorok biztonségos hatdrai mogé,
Fourier kedvelt trigonometrikus sorait, ezt az ellenrizhetetlen
dzsungelt pedig — ahol a kivétel a szabdly és a siker csoda — rekessziik
ki a vizsghlatb6l, | |

Ha.nsteenhez frt, 1826. mércius 29-i levelében Abel a shyomornisigos
euleri indukciét” hamis és megalapozatlan 4ltalinositisokra vezet§
modszerként jellemezte, &s felteszi a kérdést, hogyan lehetséges, hogy
az ehhez hasonlé eljirdsok valéjéban olyan kevés felfordulist okoztak.
Vilasza igy hangzik: ,,Szerintem az az oka ennek, hogy az analizisben
az ember tSbbnyire olyan fiiggvényekkel foglalkozik, amelyek hat-
vénysc?rokkal allithat6k el8. Mihelyt m4sféle fiiggvények lépnek be
— ami csak -ritk4n fordul el§ — az [indukci6] t5bbé nem miikédik,
és ezekbSl a hamis kdvetkeztetésekbdl végtelen sok helytelen tétel
szdrmazik; egyik tétel maga utdn vonja a mésikat. Sok ilyent megyvizs-
gééltam, fs elég szerencsés voltam ahhoz, hogy megoldjam a probl¢-
mat., "

1 N H. Abel: Letter to Hansteen. Id. kiad. A levél folytatésa is érdekes, és j61 tiik~
réa. Abel kivétel-kizéiré modszerét: ,,Amikor az ember egy éltalanos médszer
szerint jar el, ez nem tl nehéz; neke(n azonban nagyon 6vatosnak kellett lennem,
mert azok a tételek, amelyeket egyszer szigord: bizonyltés (azaz minden bizonyitas)
nékkill elfogadtam, olyan mélyen gydkereznek bennem, hogy minden pillanatban
:nxll aza v;lzély, hogy tovabbi vizsgalat nélkiil alkalmazom Sket.* fgy hat Abel

megvizsgilta ezeket az 4ltalinos sej jonni .
B tartong jtéseket, &s megprobalt rajonni érvényessé
Ez az abszoltit viligos batvénysorokra valé kartezisnus Snkorlatozis magyarézza
azt, hogy mxért kezelte olyan szigorian a Taylor-féle sorfejtéseket: nTaylor tétele,
az. inﬁfut?z:mﬂis szAmiftis egyik alapja, semmivel sem megalapozottabb. Egyetlen
8zigori bizonyfitést taliltam, mégpedig Cauchy Gr Résumé des legons sur le calcul
infinitesimal cimii munkajiban, ahol 6 bebizonyitotta, hogy

D(x+a)=B(x)+aP’ (x)+a*P" (x) +. . .,

mx:;:id;g, amig a sor konvergens; de az ember minden esetre alkalmazza ezt,
anélkill, hogy odafigyelne.” (V. H. Abel: Letter to Holmbod, In: Oeu '
IL k., Id. kiad. 257—258. 0.) Vs complées.
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Abel dolgozatiban taldlhaté — szerintem Leibniz klasszikus meta-
fizikai elvével vald kiiszk8désébsl ered§ — hires tétele az alabbi
korlatozott formaban:

»Haaz

Sa=vo+via+vxt+ .. +v,a "+

sor « adott & értéke esetén konvergens, akkor minden &8-nal kisebb
érték esetén is konvergens lesz, és § dllandéan csokkend értéket esetén
- azf («—p) fiiggvény korlatlanul megkozeliti az fa hatarértéket, ameny-
nyiben « kisebb vagy egyenls, mint 4.1
A modern, racionalista, a matematika térténetét az ismeretek val-
* tozatlan médszer alapjin végbemend homogén fejldésének torténete<
ként szemlél6 matematikatorténészek feltételezik, hogy barki, aki
felfedez egy globilis ellenpéldit és olyan j sejtést javasol, amelyet a
kérdéses ellenpélda nem céfol, automatikusan a m:gfelel§ rejtett lem-
mét és bizonyitdsbol szdrmazé fogalmat is felfedezi. Igy ezek a torté-
nészek Abelnek tulajdonitjik az egyenletes konvergencia felfedezését.
A tekintélyes Encyklopddie der mathematischen W issenschaftenben
Pringsheim azt irja, hogy Abel ,,igazolta annak a tulajdonsdgnak a 1é-
tezését, amelyet ma egyenletes konvergenciinak neveziink”.? Hardy
~ osztja Pringsheim nézetét, s egyik dolgozatdban azt irja, hogy ,,az
egyenletes konvergencia gondolata implicit médon benne van Abel
 hires tételének bizonyitdsiban”.? Bourbaki még nyilvinvalébban téved.
Szerinte Cauchy ,.¢leinte nem érzékelte az egyszerii és az egyenletes
konvergencia kozti kiilonbséget, és azt hitte, képes bebizonyitani, hogy

1 N. H. Abel: Untersuchungen iiber die Reihe

1+— pm—l) a D@D s 14 kiad. 314. 0. * A szerkesztok

2 23
megjegyzése: Ugy latszik, Abel megfeledkezett az a koriili zardjelrsl.
2 A. Pringsheim: Grundlagen der allgemeinen Functionenlehre. In: M. Burkhardt,
W. Wutinger és R. Fricke (szerk.): Encyklopédie der mathematischen Wissenschaf-
ten. IL. k. Elsd rész. Lipcse 1916. 34. o.
3 G. H. Hardy: Sir George Stokes and the Concept of Uniform Convergence.
In: ,Proceedings of the Cambridge Philosophical Society”, 1918. 148. o.
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minden konvergens folytonos fiiggvényekbdl 4116 sor osszege folytonos
fiiggvény. A hibat csaknem azonnal észrevette Abel, aki azonban klasz-
szikussé vilt, ebbenakonkrét esetben lényegében az egyenletes konver-
gencia gondolatit alkalmazé érvelésével bebizonyitotta, hogy minden
teljes [ ?] sor Gsszege folytonos a konvergencia-intervallum belsejében.
Csak az maradt hétra, hogy az egyenletes konvergencia fogalma4t 4lta-
l4nosan is megoldjik ; ezt Stokes és Seidel 1847—48-ban, maga Cauchy
pedig 1853-ban végezte el, mindegyikiik fliggetleniil a tobbitsl.””2
Ahdny mondat, annyi tévedés. Abel nem ismerte fel Cauchynak azt a
hib4jat, amelyet a kétfajta konvergencia azonositdsival kévetett el.
Az § bizonyitisa semmivel sem hasznositja jobban az egyenletes kon-
vergencia fogalmét, mint Cauchyé. Abel és Seidel eredményei nem mint
»»kiildnds” és ,,dltalinos” viszonyulnak egymashoz, hanem két egészen
kiilonb6z8 szinten vannak. Abel még csak észre sem vette, hogy nema -
megfelelS fiiggvények korét kell korl4tozni, hanem azt, hogy hogyan
konvergalnak! Tulajdonképpen Abel szdmdra csak egyfajta konvergen-
cia létezik, az egyszerii konvergencia, s bizonyit4sa hamis bizonyossigi-
nak titka 6vatos (és szerencsés) zérd-de finicidiban rejlik :3 mint most m4r
tudjuk, hatvdnysorok esetében az egyszerfi konvergencia egybeesﬂc az
egyenletes konvergencnéval 13

1 N. Bourbaki: Topologie général. Pirizs 1949. 65. o. és Eléments d'histoire dés
mathématiques. Parizs 1960. 228 o.

2L.: 46—55. o.

3 Két matematikus volt, aki észrevette, hogy Abel bizonyitisa nem eg&:zen hibé4t-
lan. Az egyik maga Abel, aki halila utén fegjelent dolgozataban ismét nekivesel-
kedett a probléménak, ismét sikerteleniil. (N. H. Abel: Sur les séries. In: Oeuvres
complétes. II. k. Id. kiad. 202. 0.) A mésik Sylow, Abel 8sszegyiijtdtt munkiinak
tarsszerkesztGje, aki a tétellel kapcsolatban egy labjegyzetben kimutatja, hogy a bi-
zonyitisban egyenletes konvergenciit és nem — mint Abel — egyszer( konvergen-
cidt kell megkovetelni. Sylow azonban nem az ,.egyenletes konvergencia” kifejezést
hasznilta, amit — Ggy latszik — nem ismert (Jordan Cours d’analyse-ének misodik
kiadasa akkor még nem jelent meg), hanem Du Bois-Reymond egy késbbi 4lta-

" lanositésara utalt; ez csak azt mutatja, hogy még 6 sem latta vildgosan a hiba ter-

mészetét. Reiff azzal a naiv érvvel vetette el Sylow kritikajat, hogy Abel tétele -
érvényes. (R. Reiff: Geschichte der unendlichen Rejhen. Tiibingen 1889.) Reiff
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A tBrténészeket birdlvan, azt is meg kell emlitenem, hogy 4ltalfban
Abelnek tulajdonitjdk az els8 ellenpéldit Cauchy tételére. Csak
Jourdain vette észre, hogy ez mir Fourier-nél elfordul. & viszont,
a mar emlitett torténelmietlen szemléletnek megfelelGen, ebbél azt a
kévetkeztetést vonja le, hogy Fourier — akinek Jourdain nagy csods-
16ja volt — kozel keriilt az egyenletes konvergencia fogalménak fel-
fedezéséhez.! Mindeddig még egyetlen torténész sem vette észre, hogy
egy ellenpéldanak esetleg meg kell kiizdenie a felisrhertetésért, és még
a felismerés sem vezet el feltétleniil, automatikusan a rejtett lemméahoz,

~ s ezdltal a bizonyit4sbol szirmazé kérdéses fogalomhoz. -

4, Akadélyok a bizonyitéselemzés moddszerének
- felfedezése utjaban -

De térjiink vissza a f3 kérdésre! 1821 és 1847 kzott miért nem sikeriilt
a legjelentGsebb matematikusoknak sem megtal4lni Cauchy bizonyi-
tasdnak egyszer(i hibéjat, és helyesbiteni mind a bizonyit4selemzést,
mind a tételt? '

Az ¢lsG vélasz az, hogy nem ismerték a bizonyitdsok és céfolatok

azt mondja, hogy bér Cauchy alapozta meg a konvergencia elméletét, Abel alaki-
totta ki a sorok folytonossdgénak elméletét: ,,Cauchy és Abel eredményeit réviden
Ssszegezve, azt mondhatjuk, Cauchy fedezte fel a végtelen sorok konvergencidja-
nak és divergencidjinak elméletét az »Algebrai analizis«-ben, és Abel a sorok foly-
tonossiginak elméletét »Ertekezés a binomiAlis sorokrél« cimii frasiban.” Uo.
178—179. 0.) Ezt mondani 1889-ben — a nagyképi tudatlansig gySngyszeme.
Abel tétclénekérvényességetennészumamgyonuﬁkz&é—doﬁnidémkéamm
a bizonyitdsnak tulajdonithaté. Abel dolgozata kés5bb megjelent Ostwald Klasst-
kerjében (71. sz. Lipcse 1895.). A jegyzetek kozt Sylow megjegyzése kommentir
nélkill szerepel. : ,

1P. E. B. Jourdain: Note on Fouriers Influence on the Conceptions of Mathe-

matics. In: ,,Proceedings of the Fifth International Congress of Mathematics™,

1912. 2. k. 527. o.
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modszerét. Nem tudtik, hogy egy ‘ellenpélda felfedezését kovetSen
gondosan elemezni kell a bizonyitst, és meg kell prébélni megtalilni a
biinds lemmét. A globlis ellenpéldskat a heurisztikusan terméketlen
kivétel-kizdré médszerrel intézték el. .
Voltaképpen Seidel egy csapésra fedezte fel az egyenletes konvergen-
cia bizonyitésbél szdrmazé fogalmét meg a bizonyitdsok és cifolatok
médszerét. Teljes mértékben tudatdban volt metodolégiai felfedezésé-
nek,! amelyet igen vildgosan irt le dolgozatiban: »Ha abbél az épp

- most elért bizonyossdgbé! indulunk ki, hogy a tétel nem egyetemesen

érvényes, és ezért bizonyitsa mindenképpen egy rejtett kiegészits
feltevésre tdmaszkodik, a bizonyit4st részletesebben elemezziik. Nem
til nehéz felfedezni a rejtett hipotézist. Ekkor visszafelé bizonyithat6,
hogy ezt a hipotézisben kifejezett feltételt nem elégitik ki a szakad4sos

fiiggvényeket elG4llité sorok, mivel csak igy 4llithaté helyre az egyéb-

ként helyes bizonyitési sor-és az 6j megéllapitis 8sszhangja.”s
- Miakadilyozta a Seidelt megel6z6 nemzedéket ennek felfedezésében ?
A f8 ok (mint mér emlitettitk) az euklideszi metodoldgia uralma volt.
Cauchy szigortisdgi forradalmét az a tudatos torekvés motivélta,
hogy az euklideszi metodolégist a differenciél- &s integrélszdmit4sra
alkalmazza.3 Cauchy és koveti azt gondolték, hogy ily médon olyan
fényforrdst talflhatnak, amely eloszlatja ,,az analizis szryfi hom4-
lyit” .4 Cauchy Pascal szabélyainak szellemében jart el: elBszor hozz4-
latott az analizis homélyos terminusainak — mint a hat4rérték, kon-
vergencia, folytonossig stb. — az aritmetika tokéletesen ismert ter-

1 A racionalistik a metodolégiai felfedezések 16tét is kétségbevonjik. Azt hiszik,
a modszer véltozatlan és 6rok. Tényleg nagyon csiinyén binnak a metodolégiai
Ujitasok felfedezSivel. Elfogadisa elétt kiildnckids elméletnek, elfogadisa utan
trividlis kdzhelynek tekintik médszeriiket, S

2P. L. Seidel: Note iiber eine Eigenschaft der Reihen, welche discontinuirliche
Funktionen Darstellen: Id. kiad. 383. 0. . S I
3 ,,A mbdszereket el kellett litnom mindazzal a szigonisiggal, amit az ember a
geometridban megkovetel, hogy soha ne kelljen az &ltal&nos algebrabél kslcsdnziitt
érvekhez folyamodni.” (4. L. Cauchy: Cours d’analyse de I'Ecole Royale Poly-
technique. Id. kiad. Bevezetés.) : ' .

4 N. H. Abel: Letter to Hansteen. Id. kiad. 263. o, ‘
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minusaival valé defini4lisdhoz, majd pedig azzal folytatta, hogy/ min-

-dent bizonyitott, amit kordbban nem bizonyitottak vagy nem volt t5-
kéletesen nyilvinvalé. Mdrmost az euklideszi rendszer szerint semmi
értelme sincs annak, hogy bizonyitani prébéljanak valamit, ami hamis,
ezért Cauchynak elBsz6r — megszabadulva a hamis kacattél — helyes-
bitenie kellett a meglev8 matematikai sejtéseket. A sejtések helyes-
bitésére azt a médszert alkalmazta, hogy kivételeket keresett, és az’
eredeti, durvdn megfogalmazott sejtések érvényességi korét egy biz-
tonsdgos tartoményra korl4tozta, azaz a kivételek kizdrdsdnak méd-
szerét alkalmazta.

A Larousse 1865-6s kiad4sdnak egyik mkkiréja (valészintileg

Catalan) meglehetfsen giinyosan jellemezte Cauchy ellenpélda-vads- -

szatét: ,,Csak negativ doktrinkat vezetett be a tudoményba. ..
- Csaknem mindig az igazsig negativ oldal4t fedezte fel, ennek evidenssé
tételével torGdott: ha aranyat taldlt volna a mészporban, akkor azt
adta volna a vildg tudtdra, hogy a kréta nem kizdrdlag mészkarbonit-
bol 4ll.” A Cauchy-iskola 1j, lélekelemz3 hangnemének taniijele Abel
Holmbog-hoz irt levelének egyik részlete is: ,,Elkezdtem megvizsgalni
azokat a legfontosabb szabélyokat, amelyeket (most) e tekintetben
rendszerint szentesitiink, és elkezdtem kimutatni, hogy mely esetekben
nem helyﬁek Elég j6l megy, és végteleniil érdekel.”s :

Amit a szigortiak reménytelen kacatnak tartottak, mint példéul a
divergens sorok Ssszegére vonatkoz6 sejtéseket, azt ennek megfelelGen
tlizbe vetették.? ,,A divergens sorok az 6rdég mfivei” — irta Abel.
Csak ,,felfordulast és paradoxonokat” okoznak.4 '

Mialatt azonban 4llandéan arra tSrekedtek, hogy sejtéseiket a ki- -

vételek kizdrdsival helyesbitsék, a bizonyitdssal végzett helyesbités
Gtlete sohasem jutott esziikbe. A két tevékenységfajta — a talilgatis

1 ,,Hogy korlitozisokkal hasznilhatéva tegylik a tilsigosan kiterjesztett Allfta-
sokat.” (4. L. Cauchy: Cours d’analyss de I'Ecole Royale Polytechnique. 1d. kiad.)
2 N. H. Abel: Letter to Holmbo&. 1d. kiad. 258. o.

" 3 A korthrsak bizonyira ,khsékiméletlenmk”tanouﬁkeztananogaﬁst. (4. L.

Cauchy: Cours d’analyse de I'Ecole Royale Polytechnique. Id. kiad. Bevezetés.) .

4-N. H. Abel: Letter to Holmbog, Id. kiad. 257. o.
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és a bizonyitis — az euklideszi hagyomanyok szerint szigorfian elkii-

16niil cgyméstél. A szigoriakt6l idegen volt az olyan bizonyitds
gondolata, amely megérdemli ezt az elnevezést és mégsem bizonyitd

- erejli. Az ellenpéldakat silyos és végzetes hibdnak tartottdk, mert azt

tanusitottdk, hogy a sejtés téves, el5lrSl kell kezdeni a bizonyitést.

Abbdl a szempontb6l érthet§ volt ez a torekvés, hogy a XVIII. sz4-
zadban a gyenge induktiv kdvetkeztetés egyes eseteit nevezték bizo-
nyitisnak.! De nem volt méd ezeknek a ,,bizonyit4soknak” a helyes-
bitésére. Jogosan vetették el ezeket mint ,,nem szigort bizonyit4so-
kat — ami annyit jelent, hogy egy4ltalin nem bizonyit4sok”.3 Az in-
duktiv érvelés nem volt tévedhetetien — ezért tiizbe vetették. Helyét a
deduktiv érvelés foglalta el — mert azt tévedhetetlennek tartottdk.

wEloszlatok minden bizonytalansgot” — jelentette ki Cauchy.3

Ezen az alapon kell értékelni Cauchy ,,szigorian” bizonyitott tételé-
nek cifolatat. Es ez a cifolat nem volt elszigetelt eset. Az Euler-for-
mula Cauchy-féle szigort bizonyit4st, mint Iittuk, szintén csak a koz-
ismert ,kivételeket” ismertet8 dolgozatok kévették.

Csak két kit volt: vagy feliilvizsgiljik az euklideszi médszert
megalapoz6, a matematika tévedhetetlenségét hirdet§ egész filozofist,
vagy valahogy agyonhallgatjdk a problém4t. Nézzik elGszor, mivel
jarna a tévedhetetlenségre épiil6 megkdzelités feliilvizsgdlata! Kétség-
teleniil le kellene mondani arrél az elképzelésr6l, hogy az egész mate-
matika vitathatatlanul igaz trivialit4sokra reduk4lhat6, valamint arrél,
hogy vannak olyan 4llit4sok, amelyekkel kapcsolatban nem tévedhet
az igazség felismerésére irdnyulé intuiciénk. Le kellene mondani arrél
az elgondol4srél is, hogy deduktiv, ,,k6vetkeztetd™ intuiciénk téved-

1 A XVIIL szizadi ,,formalizmus’ mer induktivizmus volt. (V3.:.195. 0.) Cauchy
elveti azokat az indukciékat, amelyek csak ,,néha alkalmasak az igazsig bemuta-
tiséra” (. L. Cauchy: Cours d'analyse de I'Ecole Royale Polytechnique. Id. kiad.
Bevezetés). .

2 N. H. Abel: Letter to Hansteen. Id. kiad. 263. o. CauchyécAbelszé.méraa
»Szigorti’*deduktivat, az induktivval ellentétest jelent.

3 A4, L. Cauchy: Cours d’analyse de I'Ecole Royale Polytechnique. Id. kiad.
Bevmtés.

e

201



hetetlen. Csak ez a két beismerés nyithat utat a bizonyitésok és cifo-
latok médszere szabad fejl8désének, s ¢ mbdszer alkalmazisa teheti

lehet§vé a deduktiv érvelés kritikus értékelését és az ellenpéldék prob- "

Iéméjinak megold4sit.*

A matematikai kritika mindaddig lehetetlen volt, amig egy ellen- -

példa nemcsak a tételen, hanem az azt véd3 matematikuson is szé-
gyenfoltot hagyott, amig csak bizonyitisok vagy nem-bizonyitdsok
voltak, de megbizhat6 — bar gyenge pontokat is tartalmazé — bizo-
nyitdsok nem. Az euklideszi médszert filoz6fiailag megalapozé téved-
hetetlenségi.elvbdl kovetkeztek a sejtések publikélisst és megvitatdsht
akadalyozé, a matematikai kritika kialakuldsit lehetetlenné tevé,

tekintélyelven alapulé, hagyomédnyos matematikai sémak. Irodalmi ‘

kritika azért létezhet, mert anélkiil is' képesek vagyunk értékelni egy
kélteményt, hogy tokéletesnek tartandnk, de matematikai vagy tudo-
ményos kritika nem létezhet addig, amig a matematikai vagy tudo-
ményos eredményt csak akkor tudjuk értékelni, ha az tokéletes igaz-
sdgot hordoz. Egy bizonyitds csak akkor bizonyits, ha bizonyit; és
vagy bizonyit, vagy nem. 1847-ben forradalmi volt az a Seidel 4ltal
oly vildgosan megfogalmazott gondolat, hogy egy bizonyitds akkor is
elfogadhat6 lehet, ha nem hib4tlan — és szerencsétlen médon mégma
is forradalminak hangzik. Ny

Nem véletlen, hogy az 1840-es években fedezték fel a bizonyitdsok
és céfolatok médszerét, amikor a newtoni optika (Fresnel 1810-es és

* A szerkeszt6k megjegyzése: Ezt a részletet elhibézottnak tartjuk, 8 kétségtelen,
hogy Lakatos, akiben a legnagyobb megbecsiilés alakult ki a formalis deduktiv
logika irdnt, maga is megvaltoztatta volna. Az elsSrendii logika a kvetkeztetés ér-
vényességének olyan jellemzéséhez jutott el, amely (a nyelv nlogikai’’ terminusainak
jellemzését6 filggben) igenis lényegében tévedhetetlenné teszi az érvényes kovet-
keztetést. Ezért a Lakatos 4ltal emlitett két beismerés kozlil csak az elsSre van sziik-
ség. Kielégitden j6 ,,bizonyitaselemzéssel” minden kétely 4tharithaté az axidmdkra
(vagy a tétel el6zményeire), § igy semmi kétely sem marad magat a bizonyitdst illet6-

en. A bizonyitésok és cifolatok mbdszerét semmi esetre sem érvényteleniti (ahogya.

szbveg sugallja) a mésodik beismerés elmulasztsa, s6t, talin éppen ezzel a mod-
szerrel helyesbithetSk tigy a bizonyitasok, hogy a bizonyitis érvényességéhez sziik-
séges valamennyi feltevést explicitté tessziik.
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1820-as években végzett municésségénak eredményeként bekdvetke-
zett) Gsszeomldsa és a nem euklideszi geometria felfedezése (1829-ben
Lobacsevszkij és 1831-ben Bolyai dltal) alddsta a tévedhetetlenség
g6gjét.t ' :

1 Ugyanebben az évtizedben Hegel filoz6fidja radikélisan szakitott tévedhetetlen
elddjeivel, s egyben a tudés egészen tjszeri megk®zelitésének lendiiletes kezdetét
jelentette. (A modern filoz6fidban csupén Hegel és Popper képviseli a cafolhatésig
hagyomanyat, de még 6k is elkdvették azt a hibat, hogy a matematika széméra fenn-
tartottdk a tévedhetetlenség privilégiumit.) A de Morgant6l szirmaz6 alabbi
idézet joI érzékelteti azt az 1840-es években kialakult 4j szemléletet, amely feladta
a tévedhetetlenség elvét: . '

»Id6nként hajlandésig mutatkozik arra, hogy mindent elutasitsanak, ami barmi-
lyen nehézséget okoz vagy a szembet(inG ellentmondésok vizsgélata sorén nem biz-
tosftja akadélytalanul a megoldést. Ha ezen azt értik, hogy semmi sem alkalmazhatd
alland6an és semmiben sem lehet fenntartas nélkiil bizni, aminemigaz teljes mérték-

" ben az illet6 allitdsra, nckem nincs ellevetésem az ilyen ésszeril felfogés ellen. Ha

azonban arra céloznak ezzel, hogy — sem figyelmeztetés kiséretében, sem anél-
kiil — ne adjunk el8 semmi olyant a tanulénak, ami nem érthets a maga teljes
dltalinossigiban, tisztelettel tiltakoznom kell egy ilyen korlatozis ellen, amely,
véleményem szerint, nemcsak arra vezetne, hogy hamis nézeteket alakitanank ki
arrél, ami mar ismert, hanem akadélyozni a felfedezés folyamatat is. A geometrién
kiviil nem igaz, hogy a matematikai tudomanyok minden részletiikben olyan tdkéle-
tesen pontos modellek, mint sokan vélik. Az analizis végs6 hatérait mindig éppen
olyan tokéletlenill fogték fel, mint amennyire teljesen ismeretlen volt a hatérokon tili
teriilet. De a gyarmatositott teriilet kiterjesztésének nem az volt a médja, hogy az or-
szégon beliil maradtak [ez a megjegyzés a kivételek kizirfisinak médszere ellen iré-
nyul], hanem az, hogy felfedez5 utakat tettek;; teljes mértékben meg vagyok gy&z6dve
arrdl, hogy a tanuldt is igy kell gyakoroltatni, azaz ugyanigy meg kell tanitani arra,
hogyan vizsgilja meg a hatért, mint arra, hogyan mlvelje a hatéron beliili teriiletet.
Sohasem haboztam tehit e munka mésodik részében olyan médszereket alkalmaz- ;
ni, amelyeket nem fogok azért kétségesnek nevezni, mert befejezetlen formiban
szerepeinek, és azért sem teszem ezt, mert a kétely a leends tanitvanyé, nem pedig
egy elégedetlen kritikusé, A tapasztalat gyakran azt bizonyitja, hogy a fogyatékos
kbvetkeztetés kitarté gondolati munkéval érthet6vé &s szigortva tehetd, de ki
végezheti el ezt olyan kdvetkeztetésekkel, amelyekkel sohasem taldlkozhat? Ha a
matematikanak kizérélag azokra a részeire forditunk figyelmet, amelyek nem bizto-
sitanak semmi lehetSséget a bizonytalan kérdések megvitatiséra, akkor ellenszenv
alakul ki az analizis bovitéséhez elengedhetetleniil sziikséges eljirasmédok irdnt.
Ha a fels6bb matematika miivelése csak azok feladata volna, akiket erre képeztek
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A bizonyitdsok és céfolatok médszerének felfedezése elStt azt a

- problémiét, amelyet egy ,,szigortian bizonyitott™ tétel ellenpéldinak
sorozata vetett fel, csak a kivételek kizdrdsinak médszerével lehetett
»megoldani”. A4 bizonyitds bebizonyitja a tételt, de nyitva hagyja azt a

kérdést, hogy mi a tétel érvényességi tartomdnya. Ezt a tartomdnyt ugy = -

tudjuk meghatdrozni, hogy megnevezziik és gondosan kizdrjuk a ,ki-
vételeket” (ez az eufemizmus jellemzd a korszakra). Azutén kiegészit-
Jitk a tétel megfogalmazdsdt ezekkel a kivételekkel.

A kivétel-kiz4ré médszer uralma megmutatja, hogy bizonyos kriti-
kus problémahelyzetekben milyen kiros lehet az euklideszi médszer
hatdsa a matematika fejl6désére. A legtSbb ilyen problémahelyzet a
fejl6d6 matematikai elméletekben fordul el8, ahol a fejl6d8 fogalmak a
haladés hordozéi, ahol a legizgalmasabb fejlemények a fogalmak ha-
tarteriileteinek feltirdsabol, a fogalmak kit4gitds4bol, a kordbban
differencilatlan fogalmak differenci4l4sabél erednek. Ezekben a fej-
18d8 elméletekben az intuici6 jaratlan, botladozik és hibazik. Nincs
olyan elmélet, amely ne ment volna keresztiil a fejl6dés ilyen szakasz4n,
s6t, torténelmi szempontbdl ez a legizgalmasabb szakasz, s az oktat4s-
ban is ennek kellene a legfontosabbnak lennie. Nem lehet j61 megérteni
ezeket a szakaszokat a bizonyitdsok &s cifolatok médszerének megér-
tése, a cifolhat6sig elvének elfogadésa nélkiil.

ki, lehetne némi ésszerliség abban, hogy a kbzdnséges dikkot tavol tartjak az elvont

tudoményoknak nemcsak a megoldatlan, hanem a teljesen elméleti részeitdl is,
olyanoknak tartvin fenn ezeket, akiknek az volna a dolga, hogy az eldbbieket
érthetdvé, az utbbbiakat alkalmazhatéva tegyék. Ebben az orszigban azonban
az a kevés ember is, aki a matematika valamely nehézségével dnmaghért foglalko-
zik, csak hajlamat kdvetve vagy a koriilmények véletlen talalkozisa nyomén jut el
idaig. Azilyen véletlenek szim4t ndvelni kellene azéltal, hogy minden disknak, aki
elég tehetséges a felsGbb alkalmazott matematika tanulményozasshoz, lehetSséget
. adunk arra, hogy megismerkedjen az analizis olyan részeinek mivelésével is, ame-
lyektbl inkabb az analizis jovSbeli fejl5dése fiigg, mint a jelenlegi alkalmazisa az
anyagi tudoméanyokban.” (4. de. Morgan: The Differential and Integral Calculus.
London 1842, VIL 0.)

204

Eukleidész ezért a matematika torténetének és mind a kezdd fok,
mind a kreativ szintfi matematikaoktatdsnak a rossz szelleme.!

Megjegyzés: Ebben a fiiggelékben nem volt 5z6 a bizonyitdsok és cifolatok
modszerének kiegészits (5., 6. és 7.) szintjeirsl.3 Elég itt azt megemlitenem,
hogy az egyenletes konvergencia mas bizonyitisokban valé médszeres kere-
sése (5. szint) igen gyorsan egy Cauchy 4ltal bizonyitott masik tétel cafolatéra
¢és helyesbitésére vezetett volna. E {tétel szerint barmely folytonos tagok-
bl 4ll6 konvergens fiiggvénysor dsszegfiiggvényének integralja azonos a
tagok mtegréljanbél 4ll6 sor Osszegével, vagy roviden: folytonos figgvény-
sorok esetében a hatiratmenet és az integréilas felcserélhetS. Ezt a tételt a
XVIIL. szdzadban senki sem vonta kétségbe, még Gauss is alaposabb meg-
fontolas nélkiil alkalmazta, 3

Seidelnek, aki 1847-ben felfedezte az egyenletes konvergenciit, nem jutott
eszébe, hogy megvizsgilja, nem tételezik-e fel azt implicit médon mas bizo-
nyitasokban is. Stokes, aki szintén ebben az évben fedezte fel az egyenletes
konvergencidt — noha nem a bizonyitasok és cifolatok médszerével —
ugyanabban a dolgozatiban Moignora hivatkozva hasznélja a sorok integ-
réldsira vonatkozé hamis tételt.% (Stokes egy mdasik hibat is elkovetett:
azt hitte, bebizonyitotta, hogy az egyenletes konvergencia nemcsak elégsé-
ges, hanem sziikséges feltétele is a hatarfiiggvény folytonossiganak.)

Ez a késedelem annak felfedezésében, hogy a sorok tagonkénti integral-
hatésdginak bizonyitisa is az egyenletes konvergencia feltételezésén miulik,
val6szintileg azzal magyardzhat6, hogy ezt a primitiv sejtést csak 1875-ben

1 Braithwaite szerint ,,Eukleidész — a matematika és a naiv tudomény j6 szelle-
me — a tudoményfiloz6fia, s8t, a metafizika rossz szellemévé valt” (R. B. Braith-
waite: Scientific Explanation. Id. kiad. 353. 0.). Ez a kijelentés azonban a matema-
tika statikus, logicista felfogisara vezethets vissza.
2 Vé.: 186. o.

af

3 L.: K. F. Gauss: Disquisitiones Generales Circa Seriem Infinitam l+—;-x+

a(e+DAB+1) L a(a+1) (@+2)BB+1) (B+2)

276 +D xex+ 12350t 1D x3+etc. In: Werke.
Lipcse 1813. 3. k. 123—162. o.; K. Knopp: Theory and Application of Infinite Series.
London—Glasgow 1928.; E. T. Beli: The Development of Mathematics. Id. kiad.
4 G. Stokes: On the Critical Values of the Sums of Periodic Series. In:
»Transactions of the Cambridge Philosophical Society”, 1848. 533—583. o.
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cifoltidk meg egy konkrét ellenpélddval.l A bizonyitéselemzés mar ezeltt
kideritette az egyenletes konvergencia jelenlétét a bizonyitisban, mégpedig
anélkiil, hogy ellenpélda jétszotta volna a katalizitor szerepét az elemzésben.
Amikor aztdn — Weierstrass-szal az élen — teljes er6vel megindult a hajsza
az egyenletes konvergencia ellen, hamarosan felfedezték a fogalmat a tagon-
kénti differencidlhatéség, a ketts hatdritmenet stb. bizonyitisdban.

A hatodik szint abbél 4ll, hogy ellenSrizni kell a megcafolt primitiv sejtés
korébban elfogadott kovetkezményeit. Meg tudjuk menteni a kovetkez-
ményeket, vagy a lemma megcafoldsa végzetes, teljes pusztitist eredményez?
A tagonkénti integrdlhatésdg példaul a Fourier-sejtés Dirichlet-t51 ered§
‘bizonyitdsdnak sarkpontja volt. Du Bois-Reymond drimaian irja le a hely-
zetet: a trigonometrikus sorok elméletét ,,sziven szurtdk™, két kulcstétele
alél ,,elhordték a talajt”, és ,,az 4ltalinos elméletet egy csapésra olyan alla-
potba taszitottdk vissza, amilyenben Dirichlet, s6t, Fourier el6tt volt™.2
Erdekes volna megvizsgilni, hogyan szerezték vissza az , elvesztett talajt”.
. E folyamat soran rengeteg ellenpéldat kutattak fel. De az ellenpéldik ta-
nulmédnyozisa — médszeriink hetedik szintje — csak az évszdzad utolsd
éveiben alakult ki. (Példiul Young munk4ssiga a nem egyenletes konvergen-
" ciapontok osztdlyozdsirél és eloszldsarél.3)

1 G. Darboux: Mémoire sur les fonctions discontinues. Jn: ,,Annales Scientifiques
de P’Ecole Normale Supérieure”, 1875. 57—112. o. ,

2 P. D. G. Du Bois-Reymond: Beweis, das die Coefficienten der trigonometrischen
Reihe

S(x)= ’2'. (ap cos px+b sin px) die werte
=0

| L
aoa:zn— J‘_"daf(a), 0,=; \JV daf(“) cos pe,

-

1 +=

b,=; f do.f () sin pa
-7

baben, jedesmal wenn diese Integrale endlich und bestimmt sind. In: ,,Abhandlun-

gen der Koniglich-Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Mathematisch-

* Physikalischen Classe”, 1875. 120. o.

3 W. H. Young: On Non-Uniform Convergence and Term-by-Term Integration of

Series. In: ,Proceedings of the London Mathematical Society”, 1903—1904,

89—102. 0.

II. FOGGELEK

el

A DEDUKTIVISTA ES A HEURISZTIKAI
- MEGKOZELITES ELLENTETE

1. A deduktivista megkozelités

Az euklideszi médszertan kialakitotta a kifejtés egy meghatérozott,
kotelez8 stilusit. Ezt ,,deduktivista stilusnak” fogom nevezni. Az e
stilusnak megfelel§ okfejtés az axiomdk, lemmdk és/vagy definicidk
pedéns felsorolisival kezd6dik. Az axi6mék és a definiciék gyakran
mesterkéltnek és megtévesztSen bonyolultnak l4tszanak. Arrél soha
nem értesiiliink, hogyan adédtak ezek a bonyodalmak. Az axi6émék és

_ definicidk felsoroldsit gondosan megszdvegezett tételek kovetik. -

A tételek nehézkes feltételekkel terhesek: lehetetlennek tfinik, hogy
barmikor bérkinek sikeriilt rdjonni ezekre a tételekre. A tételt a
bizonyitds k6veti. ' -
Az euklideszi ritus szerint a matematik4val foglalkozé didk kény-
telen részt venni ebben a bfivészkedésben, mégpedig anélkiil, hogy kér-
déseket tenne fel a mutatvény hétterérél vagy végrehajtdsdnak médjé-

r6l. Ha a didk véletlenil felfedezi, hogy a nem odaill§ definiciék né-

melyike bizonyit4sbél szdrmazik, ha egyszerfien kivéncsi lesz arra,
hogyan el6zhetik meg ezek a definiciék, lemmdk és a tétel a bizonyit4st,
akkor a matematikai éretlenség fitogtatésa miatt a bfivész kik6zositi.1

1 Egyes kézikdnyvek azt llitjak, hogy nem vérnak az olvas6tél semmiféle elSzetes
ismeretet, csak bizonyos fokt matematikai érettséget. Ez gyakran azt jelenti, hogy
elvarjik, az olvas6 rendelkezzék azzal a vele szilletett »képességgel”*, hogy egy euk-
lideszi okfejtést elfogadjon az alapproblematika, az okfejtés heurisztikus héttere
irénti minden természetellenes érdeki8dés nélkiil.
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A deduktivista stflusban minden 4llitds igaz, és minden levezetés
érvényes. A matematika 6rok, megvéltoztathatatlan igazsdgok egyre
n6vekvd halmazaként jelenik meg. Ellenpéldak, cifolatok, kritika
széba se keriilhetnek. Alcdzott torzsziiltt-kizdrdssal, bizonyitésbél
szdrmazé definiciékkal és a kész tétellel kezdvén, a primitiv sejtést,
a céfolatokat és a bizonyitds kritikdjat elhallgatvan, tekintélyelvi 1ég-
kort alakitanak ki a tdrgy koriil. A deduktivista stilus takargatja az
erGfeszitést, eltitkolja a kockazatot. Az egész torténet szertefoszlik, a
tételnek a bizonyit4si eljiras folyamédn egymést kovetd kisérleti meg-
fogalmazasai felejtésre itéltetnek, a végeredmény pedig szent téved-
hetetlenséggé magasztosul.t

A deduktivista stilust védelmezve egyesek azt 4llitjak, hogy a deduk-
ci6 a matematika heurisztikus séméja, hogy a felfedezés logikija a
dedukci6.? M4sok megértik, hogy ez nem igaz, de ebbdl a felismerésbl

1 Még nem tudatosult eléggé, hogy a mai matematikai és természettudomanyos
oktatas a tekintélyelv fenntartdsianak melegigya, az 5nill6 és kritikus gondolkodas
legadéizabb ellensége. Mig a matematikdban ez aragaszkodis a tekintélyelvhez az
€pp most ismertetett deduktivista sémabol kbvétkezik, a természettudominyban az
induktivista sémén keresztiil hat.

A természettudoményokban régi hagyominya van az induktivista stilusnak. Egy
ilyen stflusban ir6dott mintaszer(i dolgozat a kisérlet tervezetének aprolékos leira-
sival kezd8dik, s ezt a kisérletnek és a kisérlet eredményének leirasa kveti. Ese~
tenként egy ,,Altalanositassal’ zérul a doigozat. A problémahelyzet, a sejtés, amit a
kisérletnek ellendriznie kellett, el van rejtve. A szerzd biiszke sekélyes, miiveletien
elméjére. A dolgozatot csak aza kevés ember érti meg, aki igazin ismeri a probléma-
helyzetet. — Az induktivista stilus olyan latszatot kelt, mintha a tud6s iires elmével
kezdené el a kutatast, holott feje mar a kezdet kezdetén is tele van gondolatokkal.
Ezt a jatékot — nem is mindig sikerrel -— csak szakemberek vilogatott csapata
jatszhatja a testiilet tagjai el6tt. Az induktivista stilus deduktivista ikertestvéréhez
(nem ellentétéhez!) hasonléan, bar objektivitast kivetel, tulajdonképpen egy kiildn
csoportnyelvet alakit ki, elfojtja a kritikit, atomizilja és tekintélyelvre épiti a tu-
domdnyt. Ilyen ,,beéllitasban’ soha nem fordulhatnak el6 ellenpéldik: az ember
megfigyelésekbdl (nem egy elméletbdl) indul ki, és nyxlvénvalé hogy ha nincs els-
. zetes elmélet, képtelen észrevenni az ellenpéldikat.

2 Ezek azt Allitjik, hogy a matematikusok iires elmével Kezdik el a vnzsgélédést
konnyed, szabilyokhoz nem kdotott alkotétevékenység kozben tetszésiik szerint
allitjak fel axioméikat és definicidikat, s ezekbdl az axiémakbol és definiciokbol

208

aztakdvetkeztetést vonjik le,hogy a matematikai felfedezés egysltalin

~ nem racionilis tevékenység. Ennélfogva azt 4llitjak, hogy bar a mate-

matikai felfedezés nem deduktiv dton jar, ha racionélisan akarjuk el5-
adni a matematikai felfedezéseket, ennek deduktivista stilusban kell

 torténnie.! .

" Manapsig teh4t két érv szl a deduktivista stilus mellett. Az egylk
azon az elgondoldson alapul, hogy a heurisztika raclonéhs és deduktx-

mak késGbb vezetik le a tételeket. Ha egy bizonyos interpretici6ban az axiomik
igazak, akkor a tételek is mind igazak. Az igazsig matematikai fut6szalagja nem
romolhat el. A bizonyitisi eljarasra vonatkozd esettanulményunk utin elvethetjiik
ezt a deduktivista stilus védelmében felhozott altalinos okoskodést, hacsak el nem
fogadjuk, hogy a matematika formdlis rendszerekre korlatozodik.

Marmost, mig Popper azt mutatta ki, hogy tévednek, akik azt allitjak, hogy a tu-
doményos felfedezés logikdja az indukci6, a kdtetiinkben szerepls tanulményok
azt kivanjdk bizonyitani, hogy tévednek, akik szerint a matematikai felfedezés
logikdja a dedukci6. Mig Popper az induktivista stilust biralta, e tanulményok a
deduktivista stilus kritikijara tesznek kisérletet.

1 Ez a doktrina lényeges eleme a matematika legtdbb formalista filoz6fiai lskoléjé-
nak. A formalistik, amikor felfedezésrd] beszéInek, megkiilonboztetik a felfedezés
kontextusdt & az igazolds kontextusdt. ,,A felfedezés kontextusa a lélektani elem-
2ésre tartozik, mig az igazolas kontextusaval a logika foglalkozik.” (H. Reichen-
bach: Elements of Symbolic Logic. New York 1947. 2. 0.) Hasonl6 néuet talalhat6
Braithwaite-nél (R. B. Braithwaite: Scientific Explanation. Id. kiad. 27. o. ) és
Poppernil is (K. R. Popper: The Logic of Scientific Discovery. London 1959,
31-32. o., valamint: Levél az,Erkenntnis” szerkesztSjéhez, In: ,,Erkenntnis™,
1935, 426—429. 0.). Amikor Popper a felfedezés aspektusait tigy osztotta fel a 1é-
lektan és a logika kdzott, hogy semmi hely sem maradt a heurisztikdnak mint 8n-
4ll6 kutatisi teriiletnek, nyilvan nem vette észre, hogy wfelfedezéslogikija® tobb,
mint pusztin a tudoményos haladas szigorian logikai séméja. Ebbdl ered koényve
cimének paradox volta, hiszen a kdnyv alaptétele kétarciinak tlnik: a ) a tudoma-
nyos felfedezésnek nincs logiké4ja, mind Bacon, mind Descartes tévedett; b) a tu-
domaényos felfedezés logikija a sejtések és cafolatok logikija. Kézenfekvé e para-
doxon megoldésa: a) a tudoményos felfedezésnek nincs olyan tévedhetetlen logik-
ja, amely csalhatatlanul eredményre vezetne; &) a felfedezésnek van egy nem té-
vedhetetlen logikija, s ez a tudoményos haladés logikdja. Poppert viszont, aki a
felfedezésnek ezt a logikajat alapozta meg, nem érdekelte a kutatasinak természetét
firtat6 metakérdés, és nem vette észre, hogy ez nem vég sem a lélektan, sem a logika
korébe, hanem egy 6n4ll6 tudoményég: a felfedezés logikaja, a heurisztika.
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vista. A mésik azon, hogy a heurisztika nem deduktivista, viszont nem
is raciondlis.

Van egy harmadik érv is. Egyes matematikusok, akik nem szeretik, -

ha a logikusok, filoz6fusok és egyéb kiiléncsk beleavatkoznak a mun-
kdjukba, azt szoktdk mondani, hogy a heurisztikus stilus bevezetése a
tankonyvek 4tirdsét igényelné, és olyan terjedelmessé tenné ezeket,
hogy sohasem lennénk képesek végigolvasni 8ket. A tanulményok is
sokkal hosszabbak lennének.! A v4lasz erre az alpéri érvre a kvetkez8:
prébéljuk meg!

2. A heurisztikai megkozelités.
Bizonyitdsbél szdrmazé fogalmak

A konyvnek ez a része néh4ny matematikailag fontos, bizonyit4sbél
szdrmazé fogalom rovid heurisztikai elemzését tartalmazza. Fzek az
elemzések remélhetSleg megmutatjik, milyen hasznos volna heurisz-
tikai elemek bevezetése a matematikai stilusba.

Mint mér emlitettiik, a deduktivista stilus a bizonyit4sbél szdrmazé
definicidkat elszakitja ,,8sbizonyitdsaikt6l”, vératlanul, mesterségesen
és 6nkényesen ,,télalja” 8ket. Eltitkolja azokat a globilis ellenpéld4kat,
amelyek a definiciék felfedezésére vezettek. Ezzel szemben-a heurisz-
tikai stilus ezeket a tényezSket emeli ki. A problémahelyzetet, azt a
slogikdt” hangsiilyozza, amely az 1ij fogalmat sziilte, :

Nézziik meg el8szir, hogyan vezethetd be heurisztikai stilusban az
egyenletes konvergencia bizonyit4sbol szdrmaz6, kordbban mir tar-
gyalt (1. fiiggelék) fogalma! Ebben &s a t&bbi példdban mindenesetre
feltételezzilk a bizonyitdsok és céfolatok médszerében hasznilt

1 Biér azt is be kell l4tni, hogy szdmuk erdsen csdkkenne, mivel a problémahelyzet

megfillapitisa nagyon is nyilvinvalSan leleplezné j6 néhiny tanulmény értelmet-

lenségét.
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terminus technicusok ismeretét. Ez azonban nem nagyobb igény,
mint az a szokésos kdvetelmény, hogy az olvasé ismerje az euklideszi
program ferminus technicusait, mint példdul az axiémékat, alap-
fogalmakat stb. w ‘ '

a) Az egyenletes konvergencia

Tézis: A folytonosség leibnizi elvének specislis valtozata; azt 4llitja,
hogy barmely folytonos fiiggvényekbél 4116 konvergens fiiggvénysor
hatérfiiggvénye folytonos. (Primitiv sejtés.)

Antitézis: A folytonossig Cauchy-féle definiciéja a tézist magasabb
szintre emeli. A Cauchy 4ltal vdlasztott definicid legalizilja Fourier
ellenpélddit. Ugyanakkor ez a definici6 kizdrja annak a kompro-
misszumnak a lehetSségét, hogy a folytonossdgot ,,fiigg6leges
egyenesekkel” 4llitsuk helyre, s ez4ltal — néhény trigonometrikus
sorral egyiitt — létrehozza az antitézis negativ pélusit. A ,,pozitiv
polust” er8siti Cauchy bizonyit4sa, s igy ez az egyenletes konver-
gencia 8sbizonyitésa lesz. A ,,negativ pélust” a primitiv sejtés egyre
tobb globdlis ellenpélddja erSsiti.

Szintézis: Felismerik a biings lemmdt, amelynek a glob4lis ellenpéldsk

 helyi ellenpéldéi is, helyesbitik a bizonyit4st, helyesbitik a sejtést.
Kialakulnak a szintézis jellemz8 alkotGelemei: az egyenletes kon-
vergencia tétele, s ezzel egyiitt bizonyitdsbdl szdrmazé fogalma.

1 Egyes kézikdnyvek valamilyen okbél kiildn (kvaziheurisztikusan) tirgyaljik az
egyenletes konvergencist. Rudin példiul kényvének ,,A £6 probléma térgyalisa™
cfm részében el8szdr kozli a primitiv sejtést és céfolatét, s csak ezutin vezeti be az
egyenletes konvergencia definicidjst. (W, Rudin: Principles of Mathematical Ana-
lysis. Id. kiad. 115. 0.) Ennek az el6adismodnak két fogyatékossiga van: a) Rudin
nem egyszer(ien a primitiv sejtést és cafolatit adja el5, hanem inkibb azt kérdezi,
igaz-e vagy hamis a primitiv sejtés, majd a k8zismert példdkkal bebizonyitja, hogy
hamis. Ekézben azonban nem Iép til a tévedhetetlenség stilusin, ,,Problémahely-
zetében’ nem sejtés, hanem inkibb egy ravasz és elferditett kérdés szerepel, ame-
lyet példa (nem ellenpélda) kvet, s ez megingathatatlan vélaszt ad. b) Rudin nem
azt mutatja be, hogy az egyenletes konvergencia fogalma a bizonyftasb6l ered, ha-
nem kifejtésében a definici6 megel6zi a bizonyitast. A deduktivista stilusban ez nem
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Az itt hasznilt hegelidnus kifejezésméddal szerintem 4ltaldban le-
frhaték volndnak a kiilonb6z8 matematikai fejtegetések. (Joliehet,
el8nyei mellett veszélyei is vannak.) A heurisztikdnak a kifejezésméd
alapjdul szolg4l6 hegeli fogalma nagyjibél a kovetkez8: A matematikai
tevékenység emberi tevékenység. Ennek a tevékenységnek — mint
minden emberi tevékenységnek — bizonyos oldalai a lélektan, mésok a
torténettudomany segitségével vizsgilhat6k. A heurisztikdt nem ezek

érdeklik els8sorban. A matematikai tevékenység viszont matematik4t °

4llit el6. A matematika, az emberi tevékenységnek ez a terméke, ,,el-
idegenedik™ az 8t létrehozé emberi tevékenységt6l. El5, fejl6d6 orga-
nizmussé valik, bizonyos ondlldsdgra tesz szert az 8t 1étrehozé tevékeny-
séggel szemben, s kifejleszti sajat onallé fejlédéstorvényeit, sajat dia-
lektik4jat. Az igazi alkoté matematikus csak megszemélyesitSje, meg-

testesitdje ezeknek a térvényeknek, amelyek csak az emberi tevékeny-

ségben val6sulhatnak meg. Megtestesiilésiik azonban ritkdn tokéletes.
A matematikus tevékenysége, ahogy a torténelemben megjelenik, csak
nehézkes megvalésuldsa a matematikai gondolatok csodélatos dia-

is torténhet mésként, mert ha elGszbr az eredeti bizonyitist adta volna meg, és csak
azutin a helyesbitett bizonyitas és a bizonyftasbol szirmazé definicio altal kivetett
céfolatot, akkor leleplezte volna az ,,6rokkon statikus™ maternatika mozgasét, a
»tévedhetetlen” matematika esendGségét, ez pedig dsszegyeztethetetien az euklide-
szi hagyoménnyal. (Taldn hozzi kell tenni, hogy azért idézem Rudin k8nyvét, mert
ez az egyik legjobb e hagyoménynak megfelel5 kézikonyv.) A bevezetésben példiul
ezt irja Rudin: ,,Fontosnak litszik — kiilénosen a kezd8 szdiméira — viligosan lat-
ni, hogy egy tétei feltételei valoban sziikségesek ahhoz, hogy biztositsuk a kdvetkez-
mény érvényességét. Ezért megiehetGsen sok ellenpélda szerepel a szivegben.”
Ezek sajnos dlellenpéldik, mivel valojaban azt a célt szolgiljik, hogy megmutassik,
milyen bdlcsek a matematikusok, hiszen a tételbe az Gsszes feltételt beleveszik.
Azt viszont nem mondja meg, hogy honnan erednek ezek a feltételek, hogy a bizo-
nyitasi dtletekbdl szirmaznak, és hogy a tétel nem tigy pattan ki a matematikusok
fejébdl, mint Zeuszébdl Pallasz Athéné, teljes fegyverzetben. Ne vezessen félre min-
ket, hogy Rudin az ,,ellenpélda’’ sz6t' hasznilja; ett] még ne varjunk cifolo sti-
‘lust, * A szerkeszték megjegyzése: Lakatos megjegyzései Rudin kdnyvének elss
kiaddsdra vonatkoznak. Az 1964-ben megjelent masodik kiadasban nem talilhat6

meg minden Lakatos altal idézett részlet. — A kdnyv magyar forditasa (W. Rudin:

A matematikai analizis alapjai. Bp. 1978.) a misodik kiadés alapjin késziilt.
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lektik4jinak. De minden matematikus, ha tehetséges, ha megvan benne
a zsenialitds szikrija, az eszméknek ezzel a dialektik4jdval 41l Sssze-
kottetésben, ennek sodrit érzi, ennek engedelmeskedik.!

Mérmost a heurisztika a matematika 8néll6 dialektik4jval, nem a
torténetével foglalkozik, noha csak a torténelem tanulmanyoz4san, a
torténelem raciondlis rekonstrukciéjén keresztiil vizsgilhatja tér-
gyat.* : ‘

b) A korlidtos varidcio

A tekintélyelvii deduktivista stilus remek példéja az az cljirds, amely-

" lyel az analizist tArgyalé kézikdnyvekben éltaldban bevezetik a korl4-

tos varidcié fogalmit. Vegyilk ismét Rudin kényvét! A Riemann—

1'Az elidegenedett emberi tevékenység dnillésiginak ez a hegeli eszméje vezér-
fonalként szolgilhat a tarsadalomtudoményok, kiilondsen a kdzgazdasigtan hely-
zetére és metodologidjira vonatkozé néhany probléma megoldisihoz. A ma-
tematikusr6l — mint a Matematika tokéletlen megszemélyesitSjér6l — alkotott
fogalmam rendkiviil hasonl6 Marxnak a t6késr6l — mint a TSke megszemélyesi-
t8jérs1 — alkotott fogalmahoz. Marx sajnos nem szfikitette felfogasat oly médon,
hogy hangsiilyozta volna a megszemélyesités tokéletlen jellegét €s azt, hogy nincs
semmiféle vaskivetkezetesség ennck a folyamatnak a megvalésulisaban. Eppen
ellenkez8leg, az emberi tevékenység mindig képes elnyomni vagy eltorzitani az
elidegenedett folyamatok dnallosigat, és képes uj folyamatokat eldidézni. A marxis-
ta dialektika f6 gyengéje ennek a kolcsonhatisnak az ethanyagolasa volt.

* A szerkeszték megjegyzése: Kétségtelennek tartjuk, hogy Lakatos bizonyos -
fokig médosftotta volna ezt a részt, mert munkdissiga elérehaladéséval egyre
gyengiilt kdt6dése hegelidnus neveltetéséhez. Megdrizte azonban azt a meggy5z6-
dését, hogy dontéen fontos elismerni az émber szellemi erSfeszitései termékeinek
részleges 6nallosight. Az 4llitdsok objektiv tartalminak ebben a viligiban — ezt
Popper nevezte el -,,harmadik vilignak™ (K: R. Popper: Obijective: Knowledge.
Oxford 1972.) — a problémék (amelyeket példaul az allitasok logikai ellentmondé-
sai okoznak) attol fiiggetleniil Iéteznek, hogy felismerjilk-e Gket vagy sem; ezért
megtaldlhatjuk (és nem feltalaljuk) a szellemi problémakat. Lakatos azonban kez-
dett arra a meggy&z5désre jutni, hogy ezek a probléméak nem egy meghatarozott
megoldast ,kdvetelnek meg”, nem diktaljak sajat megoldasukat; megoldisukhoz
emberi leleményességre van sziikség (ami vagy van, vagy nincs). Ezt a nézetet el6-
legezi az el5z6 labjegyzet Marx-kritikija. ) :
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Stieltjes-lzntegréllal foglalkozé fejezet kozepén hirtelen bevezeti a kor-
latos vari4ci6ju fiiggvények definici6j4t:

- 6.20. Definicié. Legyen faz [a, b] intervallumban definislt fiiggvény.
Bevezetjiik a kovetkezs definiciét:

(37 - V(H)=sup '21' [fCe)=f(x,_y) [
ahol a supremum az [q, b] intervallum Ssszes felosztésdra vonatkozik.

Ha V(f) véges, akkor azt mondjuk, hogy 1 korl4tos variici6ju [a, b]-
ben, és V() f totélis variicidja [a, b]-ben.”! :

Miért éppen ez a fiiggvényhalmaz érdekeljen benniinket? A deduk-

tivista vdlasza: »Vérj, majd megérted!” Vérjunk hét, figyeljiik a ma-
gyardzatot, és prébéljuk megérteni! A definiciot példak kovetik,
amelyekkel az a szerz§ célja, hogy az olvasénak legyen némi elképze-
lé.se a fogalom terjedelmérdl (ez és az ehhez hasonlé dolgok teszik
kiemelked6vé Rudin konyvét a deduktivista hagyoméanyon beliil).
Ezutén egy tételsorozat kévetkezik (6.22,, 6.24., 6.25.), majd véirat-
lanul a k&vetkez8 4llit4s: .

»2. korollérium. Ha S korlatos variciéjii és g ta, b)-ben folytonos,
akkor feR*(g).”* (R*(g) a g-re vonatkozdan integralhaté Riemann—
Stieltjes-fiiggvények osztélya.)

Taldn jobban érdekelne minket ez az 4llitds, ha valéban értenénk,
miér't olyan fontosak az integrslhaté Riemann——Stieltjes—fiiggvények.
Rudin meg sem emliti az integralhatésdg intuitiv alapon legnyilv4n-
valébb fogalm4t, a Cauchy-féle integralhatésigot, pedig ennek kriti-
kéja vezetett a Riemann-féle integrilhatés4ghoz. Most tehdt van egy
két misztikus fogalmat — a korl4tos vari4ciét és a Riemann-féle
mtegrélhatéségot- — tartalmazé tételiink. Két rejtély azonban nem
eredményez megértést. Vagy azok szdmdra talén igen, akiknek van
,,képgsségiik és kedviikk k&vetni egy elvont gondolatmenetet” 93

1 W. Rudin: Principles of Mathematical Analysis, Id. kiad, 99—100. o.
2 Uo. 106. o. - :
3 Uo. El6sz6.
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A heurisztikus kifejtésm6d megmutatn4, hogy mindkét fogalom —a
Riemann—Stieltjes-féle integrilhatdsdg és a korl4tos varidci6 — bi-

- zonyitdsbél szdrmazé fogalom, mégpedig mindkett§ egy és ugyan-

abbél a bizonyitdsbél, a Fourier-sejtés Dirichlet-féle bizonyit4sabél
szdrmazik. Ez a bizonyitds adja mindkét fogalom- problémah4tterét.!
- Méarmost Fourier primitiv sejtése? semmiféle misztikus terminust
nem tartalmaz. A korl4tos vari4cié ,,Bssejtése” azt mondja ki, hogy
bérmely tetszGleges fiiggvény Fourier-féle sorba fejthet8,3 s ez igen
egyszeril és rendkiviil izgalmas sejtés. A sejtést Dirichlet bizonyitotta
be.* Dirichlet gondosan ellen6rizte bizonyit4s4t, és a lemméknak mint
feltételeknek 4 beépitésével helyesbitette Fourier sejtését. Ezek a hires
Dirichlet-féle feltételek. A helyesbités utdn a tétel igy szélt: Minden
fiiggvény Fourier-féle sorba fejthet, amelynek 1. értéke a szakadési

1 .
helyeken EU (x+0)+f(x—0)], 2.csak véges szdmii szakad4si helye

van, és 3. csak véges szdmii maximuma & minimuma van.’
Mindezek a feltételek a bizonyit4sbél kovetkeznek. Dirichlet bizo-

1 Tulajdonképpen Rudin emliti konyvében ezt a bizonyitast és a bizonyitast ssze-
gezd tételt, de elrejti a 8. fojezet 17. gyakorlatdban (164. 0.), s teljesen elkiilSniti a
fent emlitett, dnkényesen bevezetett két fogalomt6l.

2 J. Fourier: Mémoire sur la propagation dé la chaleur dans les corpe solides
(Extrait). Id. kiad. 112, o.

3 A ,,Fourier-féle sorba fejthet5” kifejezés a nFourier-egyiitthatokkal trigono-
metrikus sorba fejthet5™ helyett AlL v

4 Lasd P. L. Dirichlet: Sur la convergence des séries trigonométriques que servent
& représenter une fonction arbitraire entre des limites donées. Id. kiad. & Uber
die Darstellung ganz willkiirlicher Functionen durch Sinus- und Cosinusreichen.
In: H. W. Dove—L. Moser (szerk.): ,.Repertorium der Physik™, 1837. 152—174. o.
E bizonyitds hitterének sok olyan érdekes vetitlets van, amelyre sajnos most nem
térhetiink ki. Tlyen példdul Fourier eredeti »bizonyftisa™ értékének probléméja,
a két egymést kvets Dirichlet-bizonyités 8sszehasonlitésa, és Dirichlet megsemmi-
sitS kritikdja Cauchy korébbi (4. L. Cauchy : Mémoire sur les développements des
functions en séries périodiques. Id. kiad.) bizonyitasirél, ’

5 Itt meg kell emliteniink, hogy Dirichlet bizonyitisit nem eldzték meg és nem
8sztdndzték az eredeti Fourier-sejtés elienpéldai. Senki sem prébalkozott ellen-
példékkal, sét, Cauchy ,,bebizonyitotta™ az eredeti sejtést. (V3.: 191. o. 1. Ij.;
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nyitdselemzése csak a harmadik feltételt illetSen volt hibds: a bizonyi-
tas val6jiban csak a fiiggvény korlatos varidciéjan milik. Dirichlet
bizonyitéselemzését Jordan birilta meg 1881-ben, 8 javitotta ki a hi-
bét, ezért Jordan lett a korlitos variaci6 fogalménak felfedez8je.
Jordan azonban nem tal4lta fel, nem »vezette be” a fogalmat,! hanem
Dirichlet bizonyitdsénak kritikai feliilvizsgilata sordn megtaldlta.?

Dirichlet bizonyit4sdnak mésik gyenge pontja az volt, hogy az
integrél Cauchy-féle definici6j4t haszn4lta, pedig ez csak a folytonos
fiiggvények esetében alkalmas eszkoz. Cauchy definiciéja szerint a
nem folytonos fiiggvények egyéltaldn nem integralhatéak, és ipso
Jacto nem fejthet8k Fourier-féle sorba. Dirichlet ugy keriilte el ezt a
nehézséget, hogy a nem folytonos fiiggvény integriljat azokra az
intervallumokra vonatkozé integrélok Osszegének tekintette, amelyek-

bizonyftasanak érvényességi tartoménya az iires halmaz volt.) Azels3 ellenpéldikat
csak Dirichlet bizonyitdsnak lemmai — kiilondsen az els lemma — vetették fel,
Eut6l eltekintve, a Fourier-sejtés elss ellenpéldijat csak 1876-ban kozdlte Du
Bois-Reymond, aki talalt egy olyan folytonos fiiggvényt, amely nem volt Fourier-
féle sorba fejthetS. (P. D. G. Du Bois-Reymond: Untersuchungen iibef die Conver-
genz und Divergenz der Fourier’schen Darstellungsformeln, In: ,,Abhandlungen
der Koniglich-Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Mathematisch-Physika-
lischen Classe™, 1876. I—XXIV. és 1—102. 0.)

1 Egy fogalom hirtelen ,,bevezetése’ olyan varézsiat, amelyhez igen gyakran folya-
modnak a deduktivista stilusi tSrténetfrasban. '

2 Lasd C. Jordan: Sur la série de Fourier. In: »Comptes Rendus des Séances de
l’Académie,des Sciences”, 1881. 228—233. 0. és Cours d'analyse de I'Ecole Poly-
technique. Périzs 1893. I. k. 241. 0. Maga Jordan hangsiilyozza, hogy nem Dirichlet
bizonyitdsdr, csak tételét médositja (,,. .. Dirichlet bizonyitisa fgy médositas nélkiil
alkalmazhaté minden korlitos varifci6ju filggvényre...”). Zygmund azonban
téved, amikor azt llitja, hogy Jordan tétele ,,csak latszblag Altaldnosabb’, mint
Dirichlet—é._ (4. Zygmund: Trigonometrical Series. New York 1935. 25. 0.) Ezigaz
Jordan bizonyitésira, de tételére nem. Ugyanakkor félrevezetd az a kijelentés, hogy
Jordan', kiterjesztette” Dirichlet tételét a kortatos variici6ji fliggvények 4ltald-
nosabb tartoményéra. (Példul Székéfalvi-Nagy B.: Valés fiiggvények és fiiggvény-
sorok. Bp. 1954. 272. o.) Carslaw is hasonlé értetlenséget 4rul el a bizonyitiselem-
zés irdnt. (H. S. Carslaw: Introduction to the Theory of Fourier’s Series and In-
tegrals. New York 1930. Historical Introduction.) Nem veszi észre, hogy Dirichlet
bizonyitésa a korlatos vari4ci6 bizonyitasbol szirmazéd fogalménak &sbizonyitisa.
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i ny folytonos. Ez konnyen megtehet8, ha véges sok sz:aka-
gzlia;l?llff :'réanya fii)’gtgvénynek, de ha végtelen sok, alfkor €z az eljéré,s:m
nehézségekhez vezet. Riemann ezil;tl;irélta Cauchy mtegrélfogalméﬁ,

1t fel egy 1j integrélfo at. »
észzfgrtlzlis varigzié Jés a Riemann-integrél két rejtélyes d“eﬁnfcléja
teh4t entzaubert,lefoszlott réluk az Snkényes varézslat, eredetiik vissza-
vezethet3 egy vildgosan kdrvonalazott prop!ém.ahelyzetre ésa prol?-
1émék kor4bbi megoldasi kisérleteinek knnk.éuém. Az elsé egy bi-
zonyit4sb6l szdrmazd definici6, amelyet - mmt.egy rlzrébakép;fer’l —.
Dirichlet fogalmazott meg, s végiil Dinch!et bxzonyltéselemzese’nek'
kritikusa, Jordan fedezett fel. A mésodik az integrél egy olyan korabbi
definici6janak kritik4jabol ered, amely bomyolultabb problémdkra
atatlannak bizonyult. : . ’
anf:lll:le;laznl}sztikus kifejtésnek ebben a mésodik példdjiban a sejtések és
cafolatok logik4jdnak Popper-féle sémajat kBYettﬁk. Ez a .séma %u-
vebben kéveti a torténelmet, mint a hegeli, mn.rel az utdbbi elv’,eug
,,fokozatos megkozelités” médszerét, mert szenr’lte ez ma!c ,neh?;kes
emberi megvalésitisa az objektiv eszmék.sziikseg'szerﬁ fejlddés?'nfk.
De még a Popper-féle racionalis heurisztikdban is meg kell kiilon-
boztetni azokat a problémékat, amelyek megoldasat elt.l.aiérofza az
ember és azokat, amelyeket valéban megold; meg kell kiilonboztetni
egyrészt a ,,véletlenszer™ hibdkat, amelyeyi ggyszerﬁen eltfinne'l'c, éis
amelyek kritikdja semmiféle szerepet nem JétSZl.k a k&cﬁ’bbl fejlodés-
ben, mésrészt a ,,lényeges” hibékat, amelyek.blzonyos értelemben a
cafolat utén is meg8rz8dnek, és amelyek kri.ukéjén alapul a toyébl?l
fejlddés. A heurisztikus el6addsmédban minden ngzély nélkiil klli
hagyhat6k a ,,véletlenszerdi” hibék, ezekkel csak a torténetirdsnak ke

foglalkozni. - = .. SR
il korlatos variscié fogalméhoz vezet§ bizonyitdsi eljérésnaF c'§ak
~ az els8 négy szintjét vézoltuk. Itt csupan utalunk az érde.kes térténet

folytatdsira. Az 6todik szint' —az gjra megalapozott, ;bl;onyitésbél

1A bizonyitﬁsok és cifolatok modszere szokasos szintjeinek fehm&s&t lasd:
185—186. o. ’ S .
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szdrmaz6 fogalom kutatisa mds bizonyitdsokban — nyomban elve-
zetett a korlitos varidci6 felfedezéséhez annak a primitiv sejtésnek a
bizonyitdsiban, hogy ,,minden gdrbe rektifikilhaté™ ! A hetedik szint
a Lebesgue-integrilhoz és a modern mértékelmélethez vezet.

Torténeti kommentdr: A szovegben elbeszélt torténethez hozzitehetiink még
néhany heurisztikailag érdekes részletet. Dirichlet meg volt gy6zGdve arrol,
hogy misodik és harmadik lemmaéjénak helyi ellenpéld4i nem globdlisak ;
meg volt gySz8dve arrél, hogy példaul minden folytonos fliggvény, fiigget-
leniil a maximumok é&s minimumok 8zdmatél, Fourier-féle sorba fejthets.
Abban is bizott, hogy ez az 4ltalinosabb eredmény bizonyitdsénak egyszert,
helyi médositésaiVal'bizonyithaté. Ezt az elképzelést — hogy 1. Dirichlet
bizonyitisa csak részleges, és 2. a végleges bizonyitis néhdny kisebb médosi-
tdssal elérhet6 — 1829-t81 egészen 1876-ig széles korben elfogadtik, de
akkor Du Bois-Reymond nyilvanossdgra hozta Fourier régi sejtésének elsd
igazi ellenpéldajat, s ezzel eloszlatta az ilyen médositdsokhoz flizétt remé-
nyeket. Ugy tlinik, ennek az ellenpéldinak a hatdséra fedezte fel Jordan a
korlétos variaci6t. ‘ ) .

Erdekes, hogy Gauss is bizonyitasdnak olyan ‘helywbitésérg biztatta
Dirichlet-t, hogy az akirhiny maximummal és minimummal réndelkezd
fiiggvényre alkalmazhat6 legyen. Némiképp meglepd, hogy noha Dirichlet
sem 1829-ben, sem 1837-ben nem oldotta meg a problémét, még 1853-ban is
olyannyira magit6l értet6d6nek tartotta a megfejtést, hogy Gauss felszéli-
tdsdra vilaszol6 levelében rogténszve fel is vizolta 3 Megold4sénak lényege
a kovetkez6. Az a feltétel, hogy a maximumok és minimumok halmazinak
a vizsglt intervallumban egyetlen torléd4si pontja se legyen, voltaképpen
bizonyitdsinak elégséges feltétele. Dirichlet mér elsG, 1829-ben megjelent
irdsaban megillapitotta, hogy mdsodik — a véges sok szakaddsi helyrs!

1 Ennek felfedezésében ismét Du Bois-Reymond volt az el8futér (P. D. G. Du Bois-
Reymond: Erliuterungen zu den Anfangsgriinden der Variationrechnung. In:
»Mathematische Annalen’, 1879, 282—315., 564—576. o. és Uber den Begriff der
Lange einer Curve. In: , Acta Mathematica™, 1885. 167—168, 0.), és ismét a ba-
mulatosan éles esz(i Jordan a tényleges felfedezd (C. Jordan: Cours d’analyse de
T'Ecole Polytechnique. Pirizs 188'[; IIL. k. 594—598. 0. é3 Ua. 1893. L. k 100—108. 0.).
2 P. L. Dirichlet: Levél Gausshoz. 1853. februér 20. In: L. Kronecker (szerk.):
Werke. II. k. Berlin 1897. 385—387. o. o
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sz016 — feltétele médosithatd;"iBbben a dolgozatiban azt ‘éllitotta, hogy bi-

zonyitdsa ténylegesen csak akkor alkalmazhat6, ha a szakaddsi helyek hal--

maza sehol sem sGrfi. Ezek a korrekcitk eldruljak, hogy Dirichlet sokat
foglalkozott bizonyitdsa elemzésének problémajéval, és meg volt gybzGdve .
arrdl, hogy bizonyitdsa mds fiiggvényekre is alkalmazhat6, nemcsak azokra, "
amelyek kielégitik 6vatos feltételeit; ezeket késébb ,,Dirichlet-feltételeknek”
nevezték el. Jellemz6, hogy 1837-ben megjelent irdsdban! egyéltaldn nem

fejti ki a tételt. Amint Gausshoz irt levele mutatja, és ahogy személyesen

mondta a valésziniileg szkeptikus Weierstrassnak, mindig meg volt gy6z6d-
ve arrdl, hogy tétele minden folytonos fliggvényre érvényes.2 4
Mérmost a tétel eredeti form4jiban3 tényleg magiban foglalja a ,,termé-
szetben el6fordulé” fliggvények minden fajtdjat. A tovabbi, inomabb elem-
zés mér igazén a ,.tiszta” analizis birodalméba vezet. Szerintem Dirichlet
bizonyitdshnak — els6sorban Riemann 4ltal elvégzett — elemzése volt a
modern absztrakt analizis kiindulSpontja, és talzésnak tartom Jourdainnek
azt az utdbbi id8ben széles kdrben elfogadotté valt nézetét, hogy Fourier-nak
volt dont6 szerepe. Fourier-t nem érdekelték a kdzvetlen alkalmazhatésdgon
tilmené matematikai okfejtések. Dirichlet gondolkodismédja csakugyan

_ eltért ettSl. Homalyosan érezte, hogy bizonyitisdnak elemzése Uj fogalmi

keretet igényel. Dolgozatdnak utols6é mondata valésigos préfécia: ,,De

" ehhez az elképzelhet6 legnagyobb viligossiggal elvégzend6 feladathoz sziik-

8ég van az infinitezimilis szdmitds alapelveivel kapcsolatos néhany résziet-

re; ezeket majd egy mésik jegyzetben adom el6...”t Az fgért jegyzetet

azonban sohasem publikélta. Riemann volt az, aki — a Cauchy-féle integ-
rdlfogalmat birdlvin — tisztdzta ezeket az ,,infinitezim4lis szdmitds alap-
elveivel kapcsolatos részleteket”. & volt az, aki — kifejezve Dirichlet ho-
mélyos érzéseit, és bevezetve egy forradalmi technikdt — a matematikai
analizist, s8t, tulajdonképpen az ésszerliséget érvényesitette azoknak a fiigg-
vényeknek a teriiletén, amelyek a természetben nem fordulnak el6, és ame-
Iyeket korabban torzsziil6tteknek, vagy legjobb esetben érdektelen kivételek-

1P. L. Dirichlet: Uber die Darstellung ganz willkiirlicher Functionen durch Sinus-
und Cosinusreihen. Id. kiad. T

2 V8.: W. Ostwald ,Klassiker der exakten Wis;enschaften"-jo. 186. sz. 1913. 125. o.
3 P. L. Dirichlet: Sur la convergence des séries trigonométriques que servent a
représenter une fonction arbitraire entre des limites données. Id. kiad.

_4Uo. 169. o. ‘
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N ,
nek, ,,szingularitisoknak” tekintettek. (Ez volt Dirichlet-nek az imént
idézett munk4j4ban és Gausshoz irt levelében kifejezett éllispontja.)
Néhédny — a tévedhetetlenség eszméjét vallo — matematikatdrténész itt
olyan térténelmietlen eljirést alkalmaz, hogy egy kilzdelemmel és kritik4val
teljes hossza fejlédést a tévedhetetien felismerés egyetlen aktusiba srit, és
Dirichlgt-nek a kés6bbi analitikusok érettségée tulajdonitjia. Fzek a tér-
ténelemellenes térténészek a valés fliggvény modern 4ltalénos fogalmst
Dirichlet-nek tulajdonitjik, s ennek megfelel6zn Dirichlet-féle fliggvény-
fogalomnak nevezik. Bell azt éllitja, hogy ,,P. G. L. Dirichlet definiciéja,
amely szerint egy (val6s, szamérték ) valtozé (szdmértéki) fiiggvénye keét
szdmhalmaz k&zti »tiblizat«, vagy megfeleltetés, vagy korreldci6, a pont-
halmazok ekvivalencidjinak elméletére utalt™.! Bell jegyzete: Dirichlet:
Werke. 1. k. 135. 0. Ott azonban semmi ilyen Jellegli megfogalmazis nincs.
Bourbaki a kévetkezst irja: ,,Ismeretes, hogy — pontosabban megfogalmaz-
va Fourier gondolatait — Dirichlet definiglta a fliggvény 4ltalinos fogalmat
ugy, ahogy azt ma haszndljuk”.2 , Ismeretes”, mondja Bourbaki, de hivat-
kozdsdnak forrisit nem nevezi meg. A legtobb klasszikus kézikdnyvben az
a megjegyzés taldlhat6, hogy a valds fliggvénynek ez a fogalma ,,Dirichlet-
nek tulajdonithat6.”® Marmost Dirichlet munkaiban egyaltalin nem szere-
pel ilyen definici6. Viszont van elegendd bizonyiték arra, hogy fogalma sem
volt err6l a fogalomrél. Péld4ul a szakaszosan folytonos figgvények tirgya-
lasakor azt mondja, hogy a szakaddspontokban a fliggvénynek kér értéke
van: ,,A gérbe, amelynek x és y koordinatait B-val, illetve D(B)-val jelshiik,
tobb darabbdl 4lI, Bizonyos 8 értékeknek megfelelS, x tengely feletti pon-
tokban a gorbe egymist kdvets darabjai nem Gsszefiiggbk, és minden ilyen
x koordindtinak tulajdonképpen két y koordinata felel meg, amelyek koziil
az egyik ahhoz a darabhoz tartozik, amely abban a pontban végzddik, a
miésik pedig ahhoz, amely ott kez6dik. A tovabbiakban meg kell kiilon-
bdztetni P(B)-nak ezt a két értékét, amelyeket P(8 - 0)-val illetve D(B+0)-val

jeliilﬁnk.’.?‘ Ezek az idézetek minden ésszeri kétséget kizir6an bizonyit- -

Jak, milyen messze volt Dirichlet a ,,Dirichlet-féle fiiggvényfogalomt6i™.

1E.T.Bell: The Development of Mathematics, Id; kiad. 293..0. S

2 N. Bourbaki: Eléments d’histoire des mathématiques. Id. kiad. 247. 0, .

3 Példdul.J. Pierpont: The Theory of Functions of Real Variables, I. k. New York
1905. 120, o. . ‘ . : -

4 P, L. Dirichlet: Qber die Darstellung ganz willkiirlicher Functionen durch Sinus-
" und Cosinusreihen, Id. kiad, -

< e N

Azok, akik Dirichlet-t dsszekapcsoljék a ,,Dirichlet-definiciéval”, ltals-

| ban arra a Dirichlet-fliggvényre gondolnak, amelynek értéke 0, ha x racio-

Al irraciondlis szam.! Megint az a baj, hogy Dirichlet
?;]/gbsbzrin;’s ét:g)lr, v?ti lll;lc;agy minden valédi figgvény tény!eg Fourier-féle
sorba fejthet8, ezt a',,fiiggvényt” pedig kifej‘emnen ’Eorzszhl?i:tnel: :zé:z.
Dirichlet szerint ez a ,,fliggvény” nem ,,kotzdnséga valés fliggvény, sét,

i i igaz i nevet. o .
negr:iselire(:e :;hgymfa:omzmﬂe&dcmék a nem létezd l?irichlet-féle
fﬁggvényd;ﬁniciét, nem figyeltek fel két irésén. ak bé.rmel'y ,,teé)s:sen te::,:lé(;
leges” (ganz willkirliche) figgvény Fourier-féle sc_)rba t:ejthet g;fe. pald
cimére. Ez azonban — Dirichlet-hez hiven — azt Jelent::rhogy a;xéh mcho
fiiggvény nem tartozik a ,,teljesen tetszGleges fliggvények cialfl:;é Qf: b gjf
& maga torzsziilottnek tekintette fuggvéx.:yét, mex:t egy ,,k6z6 g§te ugégl-
vénynek integrilhaténak kell lennie, ez viszont n.yllvénvaléan nem k:-tilﬁ Zzta
hat6. Riemann tulajdonképpen Dirichlet sz{ik fliggvényfogalmét ” :
amikor Cauchyintegralfogalmat s annak Dirichlet-.rdl szarmazd ad hoc mb . g_
sitdsét birdlta. Riemann bebizonyitotta, hogy az integrél fogalménak b6

" tésével még egy olyan torzsziilott is integralhat6, mint az a fiiggvény, amely

minden p/2x alaki raciondlis helyen nem fol;:tonos, ahol p pérgﬂanl;r;;e:f
relativ prim, bar ez a fliggvény egy mindenu.tt"s@'ﬁ halmazon. nehaso Jé
tonos. Kévetkezésképpen, eza DiﬁcMet torzsziiléttjéhez olyannyn‘aRi i
fliggvény kézonséges. (Semmi ,,8nkényes” nem volt abban, ahogy n e oo
kibBvitette az integrél fogalmat. Forradalmi lépése abbol 4l ‘;(gyahe-
kérdezte, milyen figgvényeket allitanak eld a tng_onon.metnkus soro. ’r.féle
Iyett, hogy azt kérdezte volna, milyen ﬁig‘gVén,Yek fejthetdk Fqut;:n ele
sorba. Célja az integrl fogalménak olyan hbéwt'ésc‘ volt, hogy mmélf -
gonometrikus sorok 6sszegébdl ad6do fiiggvény -uftegrélhaté, s. enn og‘irk
Fourier-féle sorba fejthetd legyen. Ez a fogalmi instrumentalizmus egy!
1d4ja. S . )
leg::;‘::’ ;éér tJalé)n meg kell, nevezni annak a mesének az értel?’n I:;rltgilf;i
hogy Dirichlet allitotta fel a ,,Dirichlet-félg‘_’ﬁiggvény-deﬁmcxét’ . o
van sz6, aki a fiiggvényfogalom fejlédését elemezve elmagyarazza, hogy

1P, L. Dirichlet: Sur la convergence des sénes trigonométr‘i’qukei: :.ule 6s;x:;ent a
représenter une fonction arbitraire entre des limites donn&c. Id. 3
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romboltik le Fourier eredményei a régi fuggvényfogalmat,! majd igy foly-
tatja: ,,Nincs mis hétra, mint, elGszor is, elhagyni azt a feltételt, hogy a

“~. fiiggvénynek analitikusnak kell lennie, mivel ennek a feltételnek nincs

Jelent8sége, masodszor pedig, elhritvan ezt a nehézséget, kifejteni a kovet-

. kezdket: y-t akkor nevezziik x figgvényének, ha az x véltozé egy bizonyos

~intervallumba tartozé minden értékének » meghatirozott értéke felel meg,
tekintet nélkiil arra, hogy y azonos torvény értelmében fiigg-e x-t6l az
egész intervallumban, és hogy ez a fiiggés kifejezhet6-e matematikai miive-
letekkel. Ezt a tisztdn nominalis definiciét Dirichlet-nek tulajdonitom, mert
-ez szolgal a Fourier-féle sorokrél frt munkaja alapjdul, amelyben bebizo-
nyitotta a régebbi fogalom tarthatatlansigat. . .”

¢) A mérhet§ halmaz Carathéodory-féle definicidja
Bizony4ra nehéz lesz a véltss a deduktivista megkozelitésr8l a heu-

risztikus megkézelitésre, de a modern matematik4t taniték koziil
néhinyan mér felismerik ennek sziikségességét. Nézziink egy példit!

A mértékelmélettel vagy valGszinfiségelmélettel foglalkazé modern .

kézikonyvekben gyakran taldlkozunk a mérhet8 halmaz Carathéodo-

ry-féle definiciéjaval: ,,Legyen u* egy kiils6 mérték egy H 6r6k16d8

o-gylirlin. Egy H-beli £ halmaz u*-mérhet3, ha barmely H-beli A4 hal-
mazra ,

pX(A)=p*(ANE)+p*(ANE)."

1gy, ahogy van, a definici6 feltétleniil rejtélyes. Persze, mindig meg-
van a konnyl kibivé lehetGsége: a matematikusok tetszésiik szerint
definidljdk fogalmaikat. Komoly mesterek azonban nem keresnek
ilyen kdnny(i menedéket. Azt sem allithatjik, hogy épperf ez a mérhe-

t8ség helyes, igaz definicibja, és az érett matematikai intuici6 sziikség- .

képpen érti is. Tulajdonképpen rendkiviil homiélyosan arra’ szoktak
utalni, hogy a definiciébél késdbb levonands kovetkeztetéseket kell

. 1 H. Hankel: Untersuchungen iiber die unendlich oft Oscillierenden und unstetigen
Functionen, In: ,,Mathematische Annalen”, 1882. 63—112. o.
2 P. Halmos: Measure Theory. New York—London 1950. 44. o.
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nézni: ,,A definiciék dogmék; csak a bel8liik levont kdvetkeztetések
vezetnek 4j felismerésre.” Vagyis a bizalom alapjén el kell fogadnunk
a definiciékat, azutin meg kell virni, mi torténik. Br €Z sem mentes az
dnkényességtOl, legaldbb jelzi a probléma felismerését, Apolégia, ha
mégoly Snkényes is. Idézziik Carathéodory definiciéjdnak Halmostdl
szdrmazé apolégisjét: ,,MeglehetBsen nehéz intuitiven megérteni a
p*-mérhet8ség jelentését, hacsak meg nem ismerkediink kovetkez-
ményeivel, amelyeket az aldbbiakban szindékozunk kifejteni.”s,
Ezutdn igy folytatja: ,,A kévetkez8 magyarizat azonban segithet
Egy kiils6 mérték nem sziikségszerfien megszdmldlhatéan és még csak
nem is végesen additiv halmaz-fiiggvény. Amikor megprébalunk ele-
get tenni az additivités ésszeri kdvetelményének, azokat a halmazokat
vélasztjuk ki, amelyek az &sszes tobbi halmazt additiven osztjék; a
p*-mérhetSség definiciéja ennek a meglehetSsen elnagyolt leirisnak a
pontos megfogalmaz4sa. Ennek a l4tszélag bonyolult fogalomnak a
legf8bb igazoldsa viszont az az esetleg megleps, de teljesen 4tiit8 siker,
amellyel eszkézként alkalmazhaté a 13. § fontos és hasznos kib8vitési
tételének bizonyitdssban.”s

Nos, ennek az igazoldsnak az els8, ,,intuitiv’’ része kissé félrevezets,
mert — ahogy a m4sodik részb6l megtudjuk — ez a fogalom a mérté-

- kek kib8vitésére vonatkozé Carathéodory-tétel (amelyet Halmos csak

a KovetkezG fejezetben vezet be) bizonyitds4b6l szdrmazik. Vagyis
egyaltalin nem érdekes, hogy intuitiv-e vagy sem: logikai alapja nem
intuitivit4siban, hanem sbizonyitdsdban van, Soha ne szakitsunk el
egy bizonyitisbél szdrmazé fogalmat 8sbizonyit4satdl, és ne vezessiik
be szakaszokkal vagy fejezetekkel koribban, mint azt a bizonyit4st,
amelyhez képest heurisztikusan miésodlagos.

Loeve nagyon helyesen kdnyvének a mértékek kibSvitésével fog-
lalkoz6 részében adja meg a definiciét mint a kibGvitési tételhez sziik-

1 X. Menger: Dimensionstheorie. Berlin 1928. 76. o. Egyetéftéen idézi K. R,
Popper: The Logic of Scientific Discovery. Id. kiad. 55. o. _

2 P. Halmos: Measure Theory. Id. kiad. 44. o.
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séges fogalmat: ,Kiilonbdz8 fogalmakra lwz szﬁkség\ink, ame{yzt:;(let
 itt gyGjtiink egybe.”* De honnan a csud;ibél Fudja‘,,hogy.mk ko ﬁa
lehet8 legbonyolultabb eszkozok kdziil melyfkre lesz sziiksége .ahm -
velet elvégzéséhez? Biztosan van mir valami elképzelése arrdl, hogy

mit fog tal4lni és hogyan jér el. Akkor viszont mire valé ez a misztikus |

ités, a bizonyitas elé tenni a definici6t? | o
fclié(pbnnycn lehety;e tovabbi példékat“h.ozxzi, amglyekbet.x akpnmxtil\;
sejtés, a bizonyitss, az ellenpéldék heunszttkus. rend szerint vezetxfzk
el a tételhez és a bizonyitisbol szirmaz6 definici6hoz, s igy gloszlatj ‘
az elvont matematika tekintélyelvi miszticizmusét, fékezSleg hatnak daz

elkorcsosuldsra. Igen jét tenne a matematikénak néhiny ezzel az el-

korcsosuléssal foglalkozé esettanulmény. Sajnos a deduktivista sfflus
. és a matematikai ismeretek atomiz4lédasa komoly védelmet nydjt a

,.korcs” irdsoknak.

1 M. Loeve: Probability Theory. New York 1955. 87. o.

2

UTOSZO

Lakatos Imre 1922-ben sziiletett Magyarorszdgon. Egyetemi hallgat6-
ként az Etvos-kollégiumban élt, s ez bizonydra komoly szerepet jit-
szott a személyét, tevékenységét jellemz8 sokoldald érdeklSdés és
szellemi frisseség kialakuldsiban. A felszabaduldst kovetS idGszak-
ban a Magyar Kommunista PArt tagjaként nagy energidval kapcsols-
dott be a politikai kiizdelmekbe, fontos munkit végzett a miivelGdés-
iigy, oktatdsiigy 4llami irdnyit4sdban. A személyi kultusz id8szak4ban
letartéztattak, elitélték. Kiszabaduldsa utdn matematikusként dolgo-
zott, s ez id§ téjt forditotta magyarra Pélya Gydrgy How to Solve It?
(-»A gondolkod4s iskoldja”) cimi miivét. .

1956-ban elhagyta az orszdgot, Anglidban telepedett le. A camb-
ridge-i egyetemen doktori fokozatot szerzett, majd a London School
of Economics professzora volt 1974-ben bekdvetkezett korai haléldig,

Lakatos Imre egész tudoményos munkissigiban széles 14tékor,
mély miiveltség, rendkiviil eredeti gondolkod4sméd nyilvinult meg.
Matematikdn kiviil f6leg tudoményelmélettel, tudoménytorténettel,
tudoményfilozdfiai kérdésekkel foglalkozott. Kiilsnésen a tudoményos
gondolatok, elméletek fejl8déstdrvényei érdekelték. Erdekes és gon-
dolatgazdag tanulményt irt Newton tudom4nyos eredményeinek hat4-
sar6l. Matematikai munkéssiga elsGsorban a matematikai logikéra,
a matematika filoz6fidjira, a metamatematikéra irdnyult. Kiilonosen
nagy hatéssal voltak r4 P6lydnak a matematikai heurisztika teriiletén
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végzett kutatdsai és Karl Popper személyisége, irasai. A logikérn)eliil
mindenekelStt az induktiv logikat miivelte.

Az euklideszi hagyoményok szerint a matematikai cikkekben,

monografidkban, s6t, a matematika oktat4séban is 4ltalinos, szinte
kotelezd a szigort deduktiv tirgyaldsméd. Lakatos ezt a hagyoményos
stilust ironikusan igy jellemzi: ,,Az e stilusnak megfelel8 okfejtés az
axiomdk, lemmdk és/vagy definiciék pedéns felsorol4séval kezdBdik.
_..Az axi6émak és definici6k felsorolasst gondosan megszovegezett
tételek kovetik. ... A tételt a bizonyits koveti. ...Ha a didk... egy-
szeriien kivéncsi lesz arra, hogyan el6zhetik meg ezek a definicifk,
lemmék és a tétel a bizonyitést, akkor a matematikai éretlenség fitog-
tatdsa miatt a bivész kikozositi.” '

A ,,deduktivista” felfogds a matematikét 61k, véltozatlan, torté-
nelemfol5tti ,,épiiletnek™ tekinti, s ez a szemlélet hatja 4t a mai mate-
matikai szakirodalom z&mét, ez uralkodik a fels6foki és rendszerint a
kozépfokii oktatdsban is. A matematika torténete nem szerves része az
oktat4snak, legfeljebb mint ,.érdekességek”, egyes felfedezések tor-
ténetének ,kiils6” — tehat nem logikai-heurisztikai — leirdsa jut
szerephez. Igy gyakran helytelen, torz, metafizikus kép alakul ki a ma-
tematik4rél. Lakatos az €16, fejl6dd matematika izgalmas torténetét,
fejl8déstorvényeit kutatta, s e vizsgilatainak néhny -eredményérdl
szdmol be ebben a munk4jdban, amelyet haldla utén rendezett sajt6
ald két volt tanitvinya és munkatdrsa, s magyar nyelven most jelenik
meg el&szor, bar t5bb nyelvre (példdul oroszra) mar jéval el8bb lefor-
ditottak. _ ‘

A , Bizonyitasok és cifolatok” a matematikai felfedezés logikdjat
mutatja be, igen viligos forméban, gazdag torténeti anyagra tdmasz-
Kodva. J61 megvélasztott matematikai problémékat boncolgato ,.eset-
tanulményai” — Lakatosté] egyaltaln nem idegen filoz6fiai kifejezés-
sel — a konkrét 4ltalinos szintjén elemzik a témat, hatarozott, gyak-
ran éles, de tobbnyire taldl6 és szellemes polemikus hangnemben.

A poliéder fogalmit és az Euler-féle poliédertételt taglal6 dialégu-
sokban tdmadésinak elsGdleges célpontja a matematikai formaliz-
mus. Az euklideszi hagyomanyokon alapulé matematikai dogmatiz-
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mus végs6 bastydit nem timadja, de a vit4bél, az elhan '

' it ner nadja, s 2z6 érvekbdl,
t{ugnyitésokbél kibontakozik a kivélasztott fogalom és a tétel dialek-
tikdja, hosszii fejl6déstdrténete, pontosabban, annak raciondlis re-

- konstrukci6ja. (Az igazi tSrténelem az egyébként kissé nehezen kezel-

het8 lé.bjegyzetekben kisérhet8 nyomon.) :
A bizonyitasok és céfolatok médszerének alkalmazését szomléltets
%(ét tovébbi esettanulmdny nem véletleniil keriilt fiiggelékbe. Ezek mér
_.]6val kevésbé kidolgozottak, mondhatjuk, vézlatosak. Pedig tém4-
juk — az egyenletes konvergencia fogalma é&s, ehhez kapcsolédva, a
hatv.{my'sorokra vonatkozé Abel-tétel, illetve a deduktivisztikus és, a
heurisztikus tirgyalisméd szembedllitdsa — igen alkalmas arra, ho
‘a szerz§ je!lemme a matematika torténetének azt az izgalmas kogrj-,
szaka:it, amikor kialakultak az analizis fogalmai, médszerei, & élesen -
bftﬁlji} a.matcmatikaoktatés mai gyakorlatét. Itt mér lényegesen t5bb
techmkax' részlet kifejtésére volna sziikség, viszont a konyv nemcsak
matemat}kusok szdméra frédott. Nyilvin ezért — és Lakatos hirtelen
hal4la .mxatt - talilhatunk ezekben az elemzésekben elnagyolt része-
ket, s joggal hidnyolunk — egy matematikai monografisban elenged-
hetetlen — pontosabb, szigoriibb megfogalmazdsokat. Az itt kifejteit
g?ndolatok azonban igy is komoly hozz4jérulést jelenthetnek a fiigg-
venyfc?ga;lom oktatdsdnak modszereir8l folyé vitikhoz, és sok fz
analizis oktatésiban nagyon j6l hasznosithat6 dtletet tartalmaznak
A mfi gondolatmenete bizonyitja, hogy Lakatos — aki végs§ sor;)n

- torténelmi, tdrsadalmi termékként fogja fel a matematikét, és mint

ilyent, fejl6désében vizsgélja — milyen tj, eredményes vizsgilati méd-
szert alakx:tott ki. A dialégusbeli vitiban érdekesen fogalmazédnak
meg a mai matematxkax filozéfia legfontosabb irdnyzatai: a formaliz-
mus, az mtl.nclomzmus, a logicista filoz6fia, a nyelvfilozéfia felfogésa
A’ matematxku.s széméra nagyon tanulségos, ahogyaxi a szerz§ révilé-.
gita matematlkal szagoriség, valamint a ,,hittérismeretek”, az alap-
fogalmak g).'akon, olykor forradalmi véltozésaira. Ez is j61 é’rzékelteti |
a mfltematxka fejl6dését. Figyelemre mélts, hogy a ,,bizonyitss”
terminust t6bbnyire nem a mai matematikai értelembe’; haszl:llél'
azaz nem deduktiv levezetést ért rajta. A bizonyit4s nila: a nyilv;:
15
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val6vé, evidenssé tevés folyamata. (A XVII—XIX. szézadl matemati-
kaban is gyakran ebben az értelemben szerepelt n.a.ilﬂzf't‘ej’erés: Utal-
hatunk ezzel kapcsolatban Szabé Arpéd matematikatdricneti kuta-
t4sainak eredményeire is. Péld4ul: Szabd A rpdd: A gorog matematika

i zésa. Bp. 1978. - \
| hbl:l):xt:k l?allgathatzjuk el,) hogy elfogadhatatlanpak tartjuk Lakatos
Imrének az ideolégidra, politikéra s f6leg a marxizmusra vqnatkozc:), e
munkéjiban csak utaldsszerfien, lébjegyzztekl!e'n k626!t alldspontjat.
Semmi esetre sem tudjuk helyeselni a politikai ideolégidkat, magét a
politik4t illetd 4ltaldnos szkepszisét (80—81 o.), ha tud!uk is,
hogy ez az 1950-es években Magyaro.rszégon elkdvetett h1bék1:a,
sajét keserll tapasztalataira vezethet§ vissza. I.ndokolatlannak, mél-
tanytalannak itéljiik, hogy az egyébként 4ltala is ragy.ogéan alk:c\lmae
zott dialektikit egy szovjet szerz§ tanulményabol hr;gac?o:c‘t idézet
alapjén (88. o. 1. 1j.) dogmatikusnak  bélyegzi és elveu.' Végiil, nincs
igaza Marxra vonatkozd kritikdjdban sem (213. o. 1. 1j.), arrél nem
is sz6lva, hogy ez a hasonlata nem helyénval6. .

»

Lakatos Imre kényve — emlitett és egyéb hibdi, tévedései ellenére —
egyik kiemelked§ eredménye a Pélya 4ltal kezdeményezett .modem
matematikai heurisztikai kutatdsoknak. Reméljiik, nélunk is olyan
kedvez8 fogadtatésra taldl majd, mint sz4mos més orszigban.

Dr. UrBAN J4Nos
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— vektoralgebrai bizonyitdsa 9, 171—
174 .

~— csillagpoliéderre nem igaz 37

— érvényességi tartomdnya 49, 53—
54, 84, 97

— korldtozisa egyszeri poliéderekre
59

- — konvex poliéderekre 51-—52, 97

. — - kvézikonvex poliéderckre 94—

95
— — kvéziszabilyos
127128
— kovetkezményei 22
— kristdlyokra vagy szilird testekre
vonatkozdan 25
— kiildnbdz6 tételekké helyesbitése
102
— gzilkséges és elégséga feltétele 175
— trividlis dltaldnositdsa 103
kivételek a — al6l 47448

poliéderckre

- dialektika 19, 88, 142, 212213, 227,

228
differencigl- &s integrdlszdmitds 199
differencidlhat6sig (tagonkénti) 206
divergens sorok Bsszege 200 .
dodekaéder 93
dogmatikusok &s szkepnkusok 18 149
dogmatikus ismeretelmélet a tévedésrol
56
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dogmatizmus (matematikai) 18, 19, 77,
88, 90, 226—227

egzisztencidlis kikotés 74—75
egyenletes konvergencia 192—198 227
— — bizonyitdsb6l szirmaz6 fogalma
199, 210—211
— — mint rejtett lemma 205—206
egyszeri konvergencia 196—197
. egyszeriiség 103 -
elddntési eljaras 17
élek 22—24
— definici6ja 44
— és csticsok 73
— mint vonalak 144
élrendszer 111—112, 169
élettan 17
ellenfrzések 142
ragasztasi — 117—118 ;
ellenpéldédk 10, 32, 45, 84, 132, 140,
© 147, 180—181, 202, 204, 206, 224

“!._ clhallgatdsa, vagy torzsziilsttként -

kezelése, vagy Kkivételként vald
felsorolisa 78

— elvetése 32

— &3 torzsziildttek kdzott hatérvonal
45

— kédosza 141
— tipusai 72, 78
egyre excentrikusabb — egyre trivid-
lisabb lemmaékhoz vezetnek 86

eredeti — 118—119
fogalom-kitégitassal el6dllitott — 133
- forradalmi — 66
globalis — 28, 31, 32, 59, 101, 186
196, 210
globalis, de nem helyl —_ 72, 78,
93, 99, 125, 126
globalis és helyi — 54, 60, 74, 100,
125, 126
helyi — 28, 59, 101, 102, 186
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helyi, de nem globélis — 27—30, 32,
92, 93, 95, 124, 126
heurisztikus — 143
logikai és heurisztikus —
139
logikai és heurisztikus — és céfolatok
126
naiv — és eiméleti — 144 -
nyelvi és poliedrikus — 83 -
trividlis — 27
4j — 146
2616 élettartamui — 143
elméletek telitettségi hatdra 143, 145
érett és fejlods — 70, 204
formalizlt — 17
matematikai — alkotd és krmkax
korszakai 13—14 :
~ uralkod6 — véltozisai 179, 181, 182
ész csele 90
esszencialista definici6-elmélet 179
esszencializmus 178
euklideszi hagyomanyok 201, 226
— modszer 157, 194, 199, 201, 202,
207
— program 13, 157, 177, 178, 179,
211
— rendszer 200
Euler-karakterisztika 59, 60, 103, 119,
120, 122, 138—139

129—130,

felfedezés 17, 185—186, 209

— cikcakkja 70 - ‘
matematikai — egyszeri séméja
- 185—186

felfedezéslogika 16, 18, 63—64, 208,

feltételek 207
rejtett — 77

feltételes ftélet igazsiga 186

feliilet teriiletének definicidja 178

—ek topolégiai elmélete 139

fizika 179

fiziologia 182

fogalmak definiilisa 165
bizonyitisb6l szirmazd — 210, 223
lehetd legvildgosabb — 158

naiv — béviilése az elmélet (és az el-

méleti —) bAviilését eredményezi
136, 138, 141
fogalmi instrumentalizmus 221
fogalomalkotds 104, 130, 135
fogalom-kitdgitds 132, 139—140, 147—
149, 150 ‘
— és blzonyités-k.ltégités 152
— hatérai 153—156
naiv és elméleti — 141, 143—144
racionalis és irraciondlis — 153
fogalomsz(ikités és fogalom-kitigitds
41, 127
fokozatos megkdzelités 114—115
folytonossag 44, 176, 199, 216—217
— intuitfv definicitja 189
Abel tétele a —r6l 196
Cauchy bizonyitdsa a —rél 10, 14,
15, 17, 186—191
Cauchy definicidja a —ro6l 188, 189,
211

Cauchy ——tételének biztonsdgos ér-

vényességi tartoménya 194
Cauchy —tételének ellenpéldéi 188—
189, 194, 198
Cauchy-sejtés a —r6l 188190
Cauchy tétele a —rdl 190, 194, 198
Dirichlet definici6ja a —r6] 221
Dirichlet —feltételei és bizonyitas-
elemzése 215216, 219
kivételek Cauchy —tétele al6l 191,
194—195; ‘
ldsd: folytonos fiiggvények
forditas 170, 175, 177, 178, 179—180,
183
—i eljarasok 176, 177 181 182

formalis rendszerek 13, 15, 17

formalizmus (matematikai) 14—19,
209, 226—227

forrasztis 65—66

Fourier-sejtés 190, 215, 218

— Dirichlet-féle bizonyitdsa 206, 215—
216 !

— ellenpélddi 215, 218

"~ helyesbitése Dirichlet dltal 190 -

Fourier-sorok 188, 190, 191, 192, 215,
218, 221, 222

— konvergencidjdnak Cauchy-féle bi-
zonyitdsa 191

- fliggvények, amelyelcnek numenek de-

rivaltjaik 40 )
— Dirichlet-féle fogalma és definicio-
ja 220—221
bizarr — 44
Dirichlet— 221

folytonos — 186, 187 188, 192, 193,

. 218
Fourier-— 189 -
valédi — 221
valés — elmélete 41, 200

geometria 16, 179, 181
euklideszi — 80
nem euklideszi — 89, 203
Goldbach-sejtés 112 ]
gondolatkisérletek 23, 25, 30, 32, 82,
103, 117, 119
metamatematikai — 90
gondolkoddsi sémdk 182
Gédel-féle mondatok 15
gombhédromszogtani ismeretek 103
gréfelmélet 139
gula 22, 128

halmazelmélet 41, 179

—i bizonyitdsok szigorisdga 84
Cantor —e 90

hamissig 149
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hamissig atemelése 100
— visszaemelésének elve 78, 88, 99
hiromszdgek 21, 111
— hatdra 166
hasdbok 22, 128
hatdratmenet és az integrilas felcserél-
hetd folytonos fiiggvénysorok ese-
tében 205—206
kettés — 102, 206
hatar definidlisa 165—166
hatarérték 176, 199
hatarfiiggvény 187, 188, 190, 194
hatérhiromszogek 29 -

hatdrol definidldsa 162—163, 165,

167
hatérol6 tér 170
héttérismeret 75, 90, 227
hattérprobiéma 194
hatvénysorok 194, 195, 197
Abel-tétel a —r6l 227 .
hegelidnus kifejezésmod 212
hegeli filozéfia 203
— tridda 182
helyesbités bizonyitassal 63, 200
— és bizonyitds 158
helyettesftés 177 )
henger 43, 51—52, 71—73, 77, 82, 85,
126, 144, 150, 177
heptaéder 163—165, 167
heurisztika 16, 70, 115, 150, 209—210,
212
— értékrendje 26
— és logika 140
— és nyelv 140
— és torténetiség 128
bizonyité feladatok —ja 22
deduktiv — téveszméje 125
induktiv — és induktiv logika 113
matematikai — 225, 228
matematikai — és tudoményos —
114
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matematikai — Wdjjdsziiletése szdza-
dunkban 114
papposzi — 101, 116, 120
raciondlis — 217
—i stilus 210—213
—i tér topologidja 102
heurisztikus cipzir 70
— dogmik 64
— eléadasméd 217
~ kifejtés 217
— rend 224
— séma 141, 185

_ historizmus 87, 88

homogén és inhomogén lindris egyen-
letrendszerek 173
hullimmechanika 179

ideol6gia 228
igazolas logikdja 63—64
igazsig fogalma 73—74
— &g ésszer(iség 155
— visszaemelése 100 '
logikai — Bolzano-féle meghatirozi-
sa 153—154
matematikai — fogalma 156
8rok — 151
igényesség paradoxona 106
ikerpoliéderek 106—107
ikertetraéder 34, 59, 122, 145, 150
incidencia métrix 160, 165, 170, 171—
172,175 o
indukci6 113—114, 135—136
— mint analizis (Eulernél) 26
— mitosza, 113—114
euleri — 195
induktiv alaprél kell kiindulnia minden
deduktiv médszernek 108
— és deduktiv érvelés (kdvetkeztetés)
201

— kiindulopont  (megfigyelés) 111—

112

induktfv sejtések nincsenek 112

—ista felfogds 113—114, 135—136
—ista séma, stilus 208 e

" integrdl Cauchy-féle definiciéja 216
. — Cauchy-féle fogalma 219221

— fogalménak tdrténete 178
Lebesgue~— 218
‘Riemann— 217 -
Riemann—Stieltjes~— 213—214 .
integrilhatésdg 215
Cauchy-féle — 214
Riemann-féle — 214
intuici6 54, 88, 161—163, 175, 180,
189, 204
aritmetikai — 84
csalhatatlanul vildgos és hatdrozott
— 177
érott — 83, 222
geometriai — 84, 165
igazsig felismerésére irdnyul6 — 201
szabdlyozhatatlan — 17—18
viligos — 125
intuicionistdk 85
intuicionizmus 90, 227
intuitivitds 223

intuitiv levezetés érvényessége 180

kémia 182

képkeret 39, 41, 42, 50, 59, 79, 105,
108, 115, 118, 119, 126, 132

képletek érvényességi tartomdnya 49

kis, csillag alakt dodekaéder 37, 175—
176; ldsd: tengerisiin

_kivételek 46, 47—48, 51, 200, 219

— kiigazitdsa 67

— kizérdsinak médszere 49, 51—52,

60, 62—63, 64, 65, 69, 200, 204

— — — Abelnél 194197

— — —— Cauchynil 131
kivétel-kizirok 64, 82
kocka 25, 66, 93, 98, 110, 166

kocka mint ellenpélda 27—28

- kockaodvas kocka 31, 33, 50, 59

konvenciok 43, 88, 168—169, 173, 174
konvencionalista csel 149
konvencionalizmus 155
konvergencia 189, 190, 199; ldsd: foly-
tonossdg, folytonos fliggvények,
Fourier-sejtés, Fourier-sorok
lasst — 190
konvergens sor 10, 187—191
konvexitas 64, 97; ldsd: konvex poliéde-
rek
korlétos varidcié fogalménak bevezeté-
se 213—222
kor
k-~ 167—168
hatérolé—— 172
kdr-tér 170—173
hatérolé k-— 171, 173
kristilyok vagy szildrd testek 25
kettss — 31
kritika, ellenpélda, kivetkeztetés, iga-
zolds és bizonyitas fogalménak vil-
tozasai 156

— &s a matematika fejli6dése 165

— ¢és gyani 27
— fejlédése 153
—, logika és matematika 88
fogalom-kitagité6 — 144
heurisztikus — 156
matematikai — 88
matematikai — forradalma 156
XIX, szdzadi matematikai — a lo-
gikai igazsdgrol 124, 154—155
kvézikisérlet mint megfigyelés 26
kvézitopolégiai kifejezések 101

ldnc 170

k-— 166—168, 170, 172
—tér 170
lapok 23
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lapok hatéra 166

egyszeresen Osszefliggé — 62, 67, ‘

73, 74, 174, 175
gylrdi alaki — 65, 66, 67, 103, 105,

106, 120121, 127, 138—139, 169,

174, 175
kétdimenziés — fogalma 22
tsbbszdrosen dsszefiiggd — 139, 145
lefordithat6sag 91
Leibniz-elv 188
lemmak 207
— é&talakitasa feltétellé 67
— mint intuiciok 160
— mint sejtések 159
al— 68
bings — 60, 192, 193
gyantis — beépitése 78, 93 -
hamis — 27, 28, 61, 76
kétségteleniil igaz — 54
rejtett — 76, 77, 78, 83, 88, 90, 101,
124, 193, 196
rejtett — felfedezése 82
triviglis — 86
_ trividlisan igaz — 30, 69, 75, 76
lemma-beépités 60, 62, 64, 65, 67—68,
69, 77, 81, 84, 92, 101, 151
— és a torzszilldttek kizirdsa konzer-
vélja a tartaimat 133
" — nem csokkenti a tartalmat 133
— noveli a tartalmat, kitdgitia a fo-
galmakat 134
levezetési szabilyok 16
logicista filozofia: 227
logika 179, 182
arisztotelészi formalis deduktiv — és
a matematika 89
elméleti — és —i gyakorlat 124
formalis deduktiv — 202
hiromértéki — 87
induktiv — 226 »
informalis — 124, 143, 183
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matematikai — 41, 176, 225
szitudciondlis — 14, 16, 18
tudominy —ja fogja elfoglaini a fi-
lozéfia helyét 14
tudomény nyelvének —i szintaxisa
14
—i alap 16
—i elmélet 130
—i pozitivistdk, —i pozitivizmus
(nyelvanalitikusok) 15, 140
—i szemiélet 125

marxizmus 228

matematika és logika XIX. szdzadi
egyesiilése 89 o

— &8 nyelvészet 148

— fejlédési modelljei 156

— formdlis axiomatikus absztrakcidja
14

— formalistik szerint azonos a képle-
tekbe foglalt —val 16—17

— hagyomanyos értelemben 17

— kiildnbdz6 dolgok elnevezésének
mivészete 134

— logicizildsa 179—180

— mint ellentmond4st nem t{rS, té-
vedhetetlen, céfolhatatlan tudo-
méany 19

— modszertana 16

— szokdsos deduktiv lefrasa 114

— torténete 14, 15, 226, 227
informalis — 14, 15, 18, 19, 75, 78,

183

—i filozofia (a matematika filozofidja)

11, 13, 14, 15, 102, 225, 227
—i gondolkodés filogenezise és onto-
genezise 18 '
—1 ismeretek atomizilodésa 224
—i ismeretek és valldsos tudat 155
—i ismeretek folyamatos fejlédése 126
—i ismeretek forradaimi valtozisai 227

matematikai kézikdnyvek 211—212,
213, 220, 222
—i kdzvélemény 129
matematikaoktatas 44, 203—204, 207—
208, 222, 226, 227
matematikatdrténet 18, 228
miatrix 173; ldsd: incidencia matrix
maximumok és minimumok 218—219
maximum-problémdk 193—194
mechanika 182 .
megadds modszere 32
megerdSsités (nem bizonyitas) 115
irrelevdns — 132
megfigyelés 108, 115
mérheté halmaz Carathéodory-féle de-
finicioja 222—224
mérhetdség 222
mértékek kibbvitése 223
kiils6 — 223
mértékelmélet 182, 218, 222
metamatematika 13—16, 19, 225
— tirténete 181—182
—i absztrakci6k 14
metanyelv 152
metateéria 155
metatétel (informalis) 91
miszticizmus 18, 224
modellek 19
valosdgos — 174

nagy, csillag alakd dodekaéder 97—
98, 102 '

‘négyszigek 21

négyszinnyoméas-sejtés 22, 112

négyzet 167—168

newtoni mechanika és graviticioelmé-
let 80

newtoni optika Gsszeomldsa 202—203

nominalistak 178

— és realistdk 139

16

nyelv és gondolkodis 84, 150

— valtozasai 140
elméleti — és naiv — 138
matematikai — szintaxisa 14
természetes — 169

~—i kommunik4cié nehézségei 83

nyelvfilozbfia 227

- 6kori filozéfusok 123
oktaéder 163—165
" oldal 22
osztalyozds (elméleti és naiv) 137

dsszeadds 151—152

osszefliggés a poliéderek csucsainak,
éleinek és lapjainak szdma kozdtt
21, 107

— a sokszégek csucsainak és éleinek
szdma kozott (trividlis) 21, 109

dsszefiligglség 74

egyszeres — 168—169
Otszdgek 58—59

paradoxon 137

poliéder definici6ja 33, 34, 41—42

— definiil4sa 45, 159—161, 162

— — Legendre-nél 96

— felillete 21

— fogalma 127—132, 226

— —nak 4ltaldnositisa 135

— Kkiterithet8sége sfkban 23—25

— mint csticsok, élek és lapok haimaza
160

— mint szildrd feliilet 135

— naiv fogalma 149

—ek naiv és elméleti osztdlyozasa 138—
139

—ek osztalyozdsa 21

—ek topolégiai jellege 21—22

- tokéletes definici6ja 35

alagutas — 42, 50, 106

i
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beugré szogleteket tartalmazd —
96—97
bizonyitdsb6l szirmazo és naiv —ek,
fogalmak 134—136
Cauchy-féle — 83, 102, 105, 131—
132, 136
egyoldali és tobbdimenzios —ek
126
egyszeresen Osszefliggd —ek 119
egyszeresen Osszefiliggs, egyszeresen
Osszefiiged lapokkal rendelkezs
—ek 158
egyszeresen “Osszefiiggs, kétszeresen
Osszefiiggs, hiromszorosan &ssze-
fliggd, n-szeresen Osszeflige6 —ek
118—119
egyszeresen sszefligg6 lapokkal ren-
- delkezb —ek 62, 67, 174 ‘
egyszeri —ek 59—60, 67, 68, 97,
133
" Euler-féle —ek 35, 49, 50, 51, 52,
54, 55, 56, 57, 62, 64, 66, 69, 83,
92, 95, 96, 97, 98, 100, 101, 102,
103, 105, 106, 107, 117, 119, 132,
133, 136, 137, 139, 158, 168, 169,
174, 175
Euler-féle —ek definici6ja 67
Gergonne-féle —ek 95, 102, 136
gombi — 59, 167
gorbe él6, gorbe lapi —ek 135
komplex — 129
konkdv — 41, 127, 132
konvex és konkdv —ek euleri jellege
98—99
konvex — 41, 51, 52, 54, 96, 97,
103, 127, 131
koz6nséges —ek 99, 175
kozonséges konkdv —ek 41
koz6nséges konvex —ek 103
kvézikonvex — 95
kvéziszabélyos —ek 128
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Legendre-féle — 96, 102
majdnem konvex — 96
" naiv —ek 127, 129

nem egyszeri, nem konvex —ek
127, 132

nem Euler-féle —ek 40, 107, 127,
139 ,

normélis — 117

n-szeresen Osszefiiggé —ek 119

szabdlyos —ek 21, 127

tokéletes — 100

direges —ek 50, 106, 121—122, 145;
Idsd: alagutak, bibos kocka, csillag-

poliéderek, dodekaéder, gila, ha-
sdbok, henger, heptaéder, ikerpolié-
derek, ikertetraéder, képkeret, kis,
csillag alaki dodekaéder, kocka,
kockaodvas " kocka, egyszeresen
Osszefiiggs lapok, gy(r(i alaky la-
pok, nagy, csillag alaki dodekaé-
der, oktaéder, tengerisiin, tetras-
der, térusz, iiregek

poliedrikus feliiletek 139, 145—146

politopidk 161, 165

pragmatizmus és igazsig 87

matematikai — 88

prébélkozisok és tévedések 21, 113,

114, 115, 116
problémak 14, 17, 21 :
egy probléma tikéletes megértése 159
tudomdnyos kutatds —kal kezdSdik
és —Xkal ér véget 156
problémahelyzetek 204, 210

- problémamegoldds (matematikai) 14,

17, 136 ;
pszichol6gia 182

-pszichologizmus 84

pithagoreusok 84

racionalizmus 17, 88, 106
rejtett feltevés 74—75, 76, 199

rejtett kikGtések 43, 76—77, 128
rektifikdlhaté gorbék 218
relativizilds 86

rossz végtelen 86 90, 100, 148 154
révidités 13, 177~ -

sejtés, bizonyitds, ellen&m&s analizis
119—120 ‘
— ellen6rzése 23
— elvetése 32
—ek érvényességi tartominya 53—-54
~—ek & cifolatok Popper-féle sémdja
217
— ¢és ellen6rzés fézisa 22 -
sejtések és ellenpéldik 27
—ek helyesbitése 55, 64, 68, 69, 200
— kritik4ja 27
— — ellenpéld4val 32
— lebontédsa tovabbi sejtésekre vagy
lemmékra 28, 27
— tokéletesftése 69
—ek vagy tételek heurisztikus értéke
megel6zi a bizonyit4sét 26
kifinomult, valészinfitien —ek 30
mélyebb naiv — 105
naiv — 69, 104, 105, 108, 115, 138
naiv — elvesztése 107
naiv — é&s tétel. 70—71
naiv — kritikus helyesbitése 101
Daiv — mint induktfv, alacsony szin-
t 4ltalinositds 108
naiv — tartoménya 102, 104
plauzibilis — 79
primitiv — 186, 224
ij naiv — 106, 108
sikgeometria 21 -

sikhdromszégek (nem euklidesziek) 47

sfkszdgek 22

sokszog gieﬁnicibja 22, 37, 38, 39

—ek csticsai és élei 21 ‘

—ek oldalainak és szogeinek szdma 21

-

16

wh

sokszigek osztdlyozdsa 21
bels6 —ek 121, 138—139
g6mbi —ek hil6ja 96
tokéletes — 117;-
ldsd: csillagotszig, csillagsokszog,
héromszigek, négyszogek, négyzet,
Otszogek
sokszbgrendszerek 109
normélis — 120 '
nyitott — 110
zért — 110—111
szigorusag 103
— Cauchy-féle forradalma 89, 103, 199
— modern matematxkax forradalma
182
— Weierstrass-féle forradalma 89
abszolut — 51, 84
hilberti — 90
matematikai — 227
matematikai —ra irdnyulé tSrekvés
két célja 91
szigoniak 200, 201
szilérd szog 22
szimbolikus jelSlések 172
szkeptikusok 19, 77, 85, 87, 88, 153,
. 176,179
sziikséges és eléssésu alap 22

taldlgatds és bizonyitds 200—201

— Uj naiv sejtést eredményez 108
deduktiv — 114, 116, 117, 139, 141,

142, 143, 145
" deduktiv és naiv — 112

naiv — és naiv sejtés 121
tudatos — 54—55

tdrsadalomfiloz6fia 67

taftalom probléméja 104

. — ndvekedése 143

— — ¢és a mélység nﬁvekedése 145
tautolégidk 181
Taylor-féle sorfejtések, Taylor tétele 195
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tengeristin 36, 37, 51, 55, 56, 57, 58, 71,
97, 108, 175—176 '
tér
euklideszi — 175

héromdimenziés és Stdimenzids —

165
térbeli entitdsok 16
térgeometria 21
természettudomany ﬁlozéﬁéja 9
terminolégiai epiciklusok 128
terminusok definidldsa lefordit4ssal 165
— jelentésének rogzitése 158
— — szabad alkotdsa 177
— leforditasa 161—162
aritmetikai — 181
definidlé — 155
deskriptfv — 150
halmazeiméleti — 181
kristdlytiszta jelentés — 151152
logikai — 181
specifikus, tokéletesen kbnsmett —_—
jelentése 181
tokéletesen ismert primitiv — 159
viligos —ban megfogalmazott, vi-
tathatatlanul igaz. axlémé.k 157
testek v
Cauchy-féle, Gergonne-féle,
Legendre-féle — 104, 136
Ot szabdlyos test 22
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