Kedves Janos!

Elnézést a késlekedésért. Nincs mentségem. Vannak konnyebb kérdések és
vannak nehezebbek.

1. A kért hivatkozasok: Laurie Kirby és Jeff Paris, ‘Accessible Indepen-
dence Results for Peano Arithmetic’, Bull. of London Math. Soc., 14
(1982), 285-293. R. L. Goodstein, ‘On the restricted Ordinal Theorem’,
J. of Symbolic Logic, 9 (1944), 33-41. Paris azo6ta irt egy konyvet, én
nem ismerem, de biztos, hogy magyon j6: The Uncertain Reasoner’s
Companion, Cambridge Tracts in Theoretical Computer Science, 39.

2. A kis jatékos paradoxonod” a Richard-paradoxon.

3. A Berry- és hazug-paradoxon szerepérsl Godel azt mondja: ,,Barmely
episztemologiai antinémia felhasznalhato eldénthetetlen allitasok léte-
zésének bizonyitasdra.” Mindkét paradoxon ilyen jellegl ,felold4sa”
azon alapul, hogy az aritmetika mondatainak (pl. a PA rendszerben)
bizonyithatokra és cafolhatokra valo felosztasaban vannak, az igaz és a
hamis megkiilonboztetésben viszont nincsenek ,rések”.

4. Hilbert hires szabalya egy félig-formalis rendszer végtelen sok premisszés
kovetkeztetési szabalya. Hogy mit jelenthet az, hogy az F(z) formula
minden ,instanciaja” (F(0), F(1), dots, F(n), dots) finit médszerekkel
bizonyithat6, arrdl valészintileg soha senkinek nem volt preciz elkép-
zelése. (Gondolhatunk valami komplikalt, nem az indukcion alapuld
bizonyitas-sémara — az altalanos verdict azonban az, hogy efféle kovet-
keztetési szabaly emberi fogyasztasra alkalmatlan”).

5. ,Ha megtiltandnk az onreflexios definicidkat, akkor nagyon kevés ma-
radna meg a matematikabol.” Nem mondtam. Ugy gondolom, meg
kellene kiilonboztetni az erGs és a gyenge ,Onreflexios triikkkot”. (1) A
Godel-szamozés alapjan alkalmazhatunk egy predikdtumot 6nmagara
(6nmaga kodjara), ez (és rokonai) lenne az erds értelmezés. (2) Ugy tii-
nik azonban, mintha inkdbb valami méasrol, a predikativitas (vagy imp-
redikativitas) fogalmarol lenne sz6. Impredikativnak mondunk példaul
egy definici6t, amennyiben benne olyan kvantifikicié szerepel, amely-
nek targyalasi univerzuméaban a definidland6 objektumok is benne van-
nak, azaz olyan kotott valtozok szerepelnek, amelyek lehetséges értékei



kozott a definiendum is el6fordulhat. Vagy: akkor predikativ egy hal-
maz definicidja, ha az &6t definidlo formula jelentése nem fiigg attol a
feltevéstdl, hogy a szoban forgo halmaz létezik-e vagy sem. (Nincsen
bevett, mindenki altal elfogadott, preciz értelmezés.) A természetes
szamok Frege-féle definicidja példaul impredikativ; ha a természetes
szamokat a Peano-axidmakkal vélnénk ,definidlhatonak”, akkor az in-
dukcios axioma (minden olyan természetes szamokbdl dllé halmazra,
amelynek a 0 eleme, és amelynek valamennyi elemével egyiitt a rako-
vetkezGje is eleme, stb) miatt megint csak ez a helyzet. Persze ha a
szamokat eleve egy létezd (barmit jelentsen is ez), absztrakt univer-
zum elemeinek gondoljuk, akkor ez nem probléma: a Peano-axiémak
ekkor csupén leirjdk, nem pedig definidljik a széban forgo strukturat.
Masrészt, a természetes szamok impredikativitasa is kikiiszobdlhetd a
véges halmazok bizonyos axi6marendszereibdl kiindulva. (Ez viszony-
lag tjabb keletdi eredmény.) Az .er6s onreflexios triikk” alkalmaza-
sai f6ként a logika teriiletére korlatozodnak, az impredikativ definiciok
azonban a matematika méas teriiletein is megjelennek (példaul a felss
hatar axiémajaban, az analizis egyik alapfeltevésében). Weyl szerint
az (impredikativ, klasszikus) analizis jhomokra épitett haz a logikus
paradicsoméaban”. De all.

. A Paris-Kirby tételben a szoban forgé allitast kddolo allitas szerepelhet
csak, de nem azért, mert valamiféle onreferenciélis triikkk lenne. Az el-
s6rendli Peano-aritmetika nyelvében még a hatvanyozas sem szerepel,
a hatvanyozés explicit definici6ja mar eleve a szintaxis aritmetizalasan
alapul. A tétel ezen feliil bizonyos szam-sorozatokra mond ki vala-
mit, s ezek megint csak egy Godel-szdmozas alapjan keriilhetnek be
a targynyelvbe. A példa nevezetessége, hogy az els§ valodi, konnyen
megragadhato, aritmetikai tartalmu eldonthetetlen allitdst mutatja be;
korabban az ismert konkrét (tehat nem az eredeti godeli modszer-
rel megkapott) eldonthetetlen &llitdsok mind kombinatorikai jellegii
problémak (aritmetizalt forditasai”) voltak. De ez semmiképpen nem
jelenti, hogy az eredeti Godel-mondat nem aritmetikai allitds — az,
méghozz4 olyan, amely tobbvaltozos diofantikus egyenletek bizonyos
paraméterek értékeitdl fiiggé megoldhatésidgat mondja ki: A széban
forgd diofantikus problémak a kovetkezGképpen jellemezhetSk: Legyen
P(z4,dots, x,, y1, dots, y,) n+ m valtozos, egész egyiitthatds polinom;
tekintsiik az x; valtozokat ismeretleneknek, az y;-ket pedig paramé-



tereknek; a kérdés ezek utan igy szol: van-e a P = 0 egyenletnek a
paraméterek tetszbleges egész értéke esetén megoldéasa az egész szamok
korében, vagy vannak-e a paramétereknek olyan értékei, amelyek mel-
lett az egyenlet nem oldhat6o meg? A halmazelméleti axiomék mind-
egyikéhez megadhato egy fenti tipusi polinom, amelyre vonatkozoan
a megoldhatosag kérdése éppen az illet6 axioma alapjan valik eldont-
het6vé. Mindig elérhets tovabba, hogy az illet§ polinom fokszama ne
legyen 4-nél nagyobb.” (Godel)
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