Kedves Ferenc!

Mindenekel 6tt gratuld ok az eldadasodhoz, mert — noha a beigért filozéfiai vonatkozasokra kevés
id6 maradt, atechnikai részletek elvitték az idot — afelvetett kérdések engem azétais
foglalkozatnak. Engedd meg, hogy pontositsam és kiegészitsem az eldadasok tett két
hozzéaszbldsomat.

1.

A minden n—re vonatkozd tételek "egyszerre" vagy "egymasutan” torténd bizonyitasaval
kapcsolatos észrevételem csupan technikai, de azért pontositom. Azt nem tudom, mit mondott és
gondolt errdl Hilbert, és vele mar nem islehet ezt megbeszéni, ezért mindezeket Neked
mondom.

Nevezetesen: ha egy allitas minden n természetes szamraigaz, azt vagy teljesindukcidval szokas
bizonyitani, vagy pedig annak bebizonyitasaval, hogy alitasunk igaz volta fiiggetlen n—tol —
amibdl azt a kovetkezetést vonjuk le, hogy akkor tehdt "minden” n—reigaz. Taldn van egyéb méd
is, mindenesetre akarhogyan is bizonyitunk egy "minden n" reigaz dlatést, azt ugy kezdj ik,
hogy BIZ, és gy fejezzilk be, hogy QED, ésakét jel kozott véges sok jel szerepel. Tehédt

EGY SZERRE bizonyitottuk minden n—re. Egymasutan nem is lehetne, hiszen az végtelen
hosszu bizonyités lenne.

Ha ezt a gondolatmenetet elfogadod, akkor viszont nincs értelme annak az allitasnak
(axiémanak?, konvencionak?), amit az el 6adés elsb részében Hilbertnek tulgjdonitva felirtal,
hogy F(0), F(1),.. klloén—kul6n torténd |evezethetdségébdl kovetkezik a"minden n-reigaz F(n)"
allités. Hiszen Ugyis csak az utébbit tudjuk bizonyitani (hatudjuk.).

2.

A masodik megjegyzésem az eldadéson elhangzott megjegyzésem részl etesebb kiegészitése.

En az utobbi években a kognitiv tudoméany bizonyos teriileteivel foglalkozom, és ennek kapcsan
egyre gyakrabban hallok kollégaimtdl (és az irodalombdl) "Godel tételre”, "Turing gépekre" sth.
vonatkozo, eldonthetetlenségrol és kiszamithatatlansagrol sz6l6 kijel entéseket, melyek sokszor
rendkivil pontatlanok, Uresek, és az eredeti tételek érvényességi korénd joval tobbre kivanjak
Oket hasznalni. Ezért is érdekel engem ez adolog. (Egy példa, amit egy kezembe ker(lt irésbdl
sz0 szerint idézek: "Minden rendszerben vannak olyan értelmes kijelentések, melyek nem
vezethetdk le. Ez Godd hires—neves tétele. Az benne afontos a mi szempontunkbdl, hogy olyan
allitasokra, amire alogika nem tudja megadni a megfeleld levezetést (mert nincs ilyen levezetés),
az ember képes valaszt adni." Nos, ez meglehetbsen meredek eszmefuttatés. EQy masik kdnyvben
ezt olvasom: "Mint azt Godel (1931) maganak alogikénak az eszkdzeivel megmutatta, egyetlen
adott rendszerben sem lehet a rendszerben megfogal mazhat6 6sszes igazsagot levezetni." Hm.)
Az én egyik gondom az egész Godel és Turing divattal (a kognitiv tudomanyokban nagy divat
ezekre hivatkozni) kapcsolatban — azon tdl, hogy meglehetbsen pongyolan szoktdk idézni — az,
hogy az eldonthetetlenségrdl ill. levezethetetlenségrdl szol6 levezetések, ismereteim szerint,
mindig ugyanazt az onreflexids trikkot akamazzak. Nevezhetjik akér Berry trikknek, akér
Russel trikknek, sot, akar Cantor trikknek (Id. késdbb), de én inkabb Ugy nevezném: " a
pénztartotdl val 6 tavozas utani reklamécid" trikkje. Minden ilyen esetben arrdl van ugyanis szo,
hogy el6szor definidunk egy halmazt, majd erre alapozva ugyanennek a halmaznak megadjuk
egy Ujabb definicidjat. (Egy elemét Ujradefinidjuk, tehdt ezdltal az egész halmazt Ujradefinidljuk,
hiszen a hamazt elemi haté&rozzdk meg.) Ez a"pénztéartdl val 6 tavozas utani reklamécid’" tipikus
esete.

Tisztaban nagyok azzal, hogy hasonl6 kérdésfelvetésekkel rengeteget foglalkoztak a mult szazad
el sd felében. Kialakult a hdrom f6 irdnyzat (logicista, intiucionista, formalista, nem tudom ma
hol tart ez, vgjon lecsengett—e mér, gondolom nem), melyek kilonféle modon igyekeztek
feloldani a halmazelméleti ellentmondasokat. A egyik "hivatalos' vdlaszt isismerem, amit Teis



vélaszoltd erre a kérdésemre: "ha megtiltanank az onreflexios definiciokat, akkor nagyon kevés
maradna meg a matematikabdl". Csakhogy eleddig én ennél tobbet sehol sem olvastam és
hallottam: ex cathedra kijelentésként elhangzott és leirodott, de sehol senki nem részletezte
szdmomra, nem indokolta ezt az dlitast.

K érdésem — kérésem a kovetkez0: részletezd nekem, |égy szives, legaldbb néhany példaval,
hogy mi veszne & a matematikdbdl, ha afenti "pénztar" tulajdonsagu onreflexids definiciokat
kizarnénk a megengedhet® definiciok kozil. (Természetesen itt azt nem illene felsorolni, ami
éppen ezen ellentmondasok elemzésével foglakozik immér 130 éve, hiszen ez ismét csak egy
erds onreflexio volna.). Mi veszne €l a geometriabdl, mi az agebrébdl, mi az analizisbdl?
(Felteszem, hogy legel soként a mértékelméletet fogod emliteni, deitt is pontositani kellene
konkrét tételekre. Engem az gy6zne meg igazan, ha valaki mutatna egy halmazelméleten kivli
jelentds matematikai tételt, amit csak ugyanezzel az dnreflexids trikkel tudunk bizonyitani. Azt
az esetleges érvet, hogy a matematika minden aganak a halmazelmélet lenne az alapja, nem
fogadom, el, mert az ilyen maglapozés ataldban utdlag torténik.)

A probléma, sgjtésem szerint, szamodrais |étez8, amit azért gondol ok, mert a handautodba
beleirtad a Berry és aKrétai paradoxonokat. Azonban mégsem derilt ki szamomra, hogy ezzel
mit akartdl mondani? K érlek, pontositd ezt.

A zavar6 szamomra az egész téméban az, hogy ha e paradoxonokat ugy oldjuk fel, hogy azt
mondjuk: ilyen definiciokat nem szabad megfoga mazni, mert eleve ellentmondashoz vezetnek,
akkor miért fogadjuk el pl. Godel levezetését hiszen az is ezt atrikkot alkalmazza, sot tovébb
megyek: miért fogadjuk el Cantor—féle étlés eljarast a val 6s szamok nem

megszamla hatosadganak bizonyitasara. Utdbbi is pontosan ugyanazt az dnreflexids trikkot
alkalmazza, mint az emlitettek. Itt a kovetkezetességet kérem szamon.

Ahogy a Cantor féle bizonyitassal kapcsolatos kovetkezetlenseget megvil&gitsam, dljon itt egy
kis jatékos paradoxon a Cantor—féle étlos eljéras és a Berry paradoxon médositasanak
Oszekapcsolasabdl. (Sgjat kutfébdl meritve 31 évvel ezel6tt, de ha eldttem mar masis felvetette
és kielemezte, kérném areferenciét.)

Kisjétékos paradoxon:

Azt mindenki elfogadja, hogy vannak val s szamok, melyek a matematikéban hasznél atos véges
abécé karaktereibdl akotott veges mondatokkal definidhatdk. (Pl. 1,2,3, Pi, bizonyos sorozatok,
sorok, sth.). Az isnyilvanvald, hogy azok a val6s szamok, melyek e véges dbécé véges
mondataival definialhatok, megszamlahaté szamossagu halmazt alkotnak. Az dtaldnossag
megszoritasa nélkil korlatozhatjuk vizsgal ddésunkat csak a (0,1) intervallumban taldhato ilyen
val6s szamokra, ugyanis haegy ilyen szam 1 nél nagyobb , akkor annak reciprokaaz’'1/’
karaktersorozat elérakésaval (0,1) be konvertdlhat6 (és vizsont), és szintén véges hosszlsagu lesz
adefinicigja

Rendezzilk sorozatba e halmaz elemeit, és végezzik € a Cantor féle atlos eljérast. Az eredmény:
kaptunk egy Uj val6s szamot, melyet szintén véges hosszsagl mondattal definidltunk, de nincs
benn az eddigi felsorolasban!

Szerinted hogyan oldhat6 fel ez a paradoxon? Mert azt ugye most nem lehet mondani, amit az
eredeti Cantor féle bizonyitasndl, hogy "tehat a véges abécé véges mondataival definidhatd val6s
szamok halmazanak szamossaga nem egyenld a természetes szamok szdmossagaval."

Ha kovetkezetesek akarunk maradni, akkor mindkét esetben (az eredeti Cantor féle élés
eljarésban, és az itt leirt, modositott példéban) azonos elveket kell alkalmaznunk az ellentmondas
feloldasaral



Ennyit taldl és kérdésként, és végil még egy utolsd megjegyzés

3.

Az én nézdpontombdl tehat afd kérdés az, hogy am legyen igaz és helyes minden, amit a Godel
tétellel kapcsolatban mondanak (formdlisan mindenképpen igaz, de az értelmezése mér
problémés), de akkor sem mindegy, mekkora annak érvényessegi kére. Mert hacsak az ilyen
onreflexios trikkel lehet eldonthetetlen tételeket konstrudlni (nem is konstrualni, hanem
"|étezésiiket" bizonyitani), akkor €l kellene kiildniteni az ilyen tipusti megoldasokat, és azt
megnézni, hogy ami marad, ott mi helyzet. Azaz példaul van e "valodi" eldonthetetlen alitas,
amint azt handaoutodban irod és el dadasodban is beszéltél réla. Az m szam n alapu
reprezentéciojaval kapcsolatos tételrdl van sz6. Kér, hogy ezt alevezetést te magad sem ismered
(rabizod ndlad okosabb emberekre és a folydiratokra, ami hozzaallassal én nagyon nem értek
egyet), igy errdl nem tudok kérdezni. Bar gyanus az a mondat, amit odairtal: "a masodik tételben
aszoban forgo alitést kddol 6 aritmetikai formula szerepel”. Lehet, hogy akkor ez isvalami
onreflexios trikkon alapul ? Erre a bizonyitasra (mindkettdre) nagyon kivancs vagyok, mert az
alitést egyel6re (mivel nem ismerem a bizonyitasokat, hogy ott mit haszndnak fel) Ugy istudom
értelmezni, hogy eszerint a Peano rendszer hianyosan irjale atermészetes szamok struktirajat.
Nézetem szerint ugyanis a természetes szamok a PA nélkil is |éteznek—|éteztek, hiszen véges
halmazok ekvivalencia—osztalyinak a megnevezései.

(Kronecker szerint "A természetes szamokat | sten teremtette, minden egyéb az ember mive:")

K érésem: meg tudnéd adni a Goodstein 1944, ill Paris, Kirby, 1982 pontos referencigat?

A vastagon szedettekre kérném a vélaszokat. Es persze atobbireis.
Budapest, 2001.03.12.

Udvozlettel
Geler Janos



