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Vázlat

A nagy de ritka kaszkádok eredete, amiket kis kezdeti lökések váltanak ki, egy olyan jelenség, ami sokféleképpen nyilvánulhat meg, mint például kulturális divatok, kollektív cselekvés, normák és újítások elterjedése, elburjánzó hibák az infrastrukturális és szervezeti hálózatokban. Ez a tanulmány egy lehetséges választ ad erre a jelenségre, együttműködő ágensek olyan ritka, véletlen hálózatának felhasználásával, ahol az ágensek döntéseit a szomszédjaik tettei határozzák meg, egy egyszerű küszöb-szabály szerint. Két állapotot határozunk meg, melyek esetén a hálózat hajlamos nagyon nagy kaszkádokra, melyeket ezentúl globális kaszkádoknak hívunk, amik nagyon ritkán fordulnak elő. Mikor a kaszkád terjedését gátolja a hálózat összekapcsoltsága, akkor a kaszkád méretek hatványfüggvény-szerinti eloszlása figyelhető meg, ami hasonló a klaszterméret-eloszláshozl a standard perkolációs teóriában, és a lavinákhoz az önszervezett kritikus állapotban. De mikor a hálózat erősen összefüggő, a kaszkád terjedését maguk a csúcsok lokális stabilitása gátolja, és a kaszkádok méret-eloszlása bimodális, ami egy még végletesebb típusú instabilitást sejtet, amit még nehezebb előrelátni. Az állapotban, ahol a hálózati szomszédok eloszlása nagyon aszimmetrikus, azt találjuk, hogy a legjobban összeköttetett csúcsok az átlagosaknál nagyobb valószínűséggel váltanak ki kaszkádokat, nem úgy, mint a második állapotban. Végül azt is megmutatjuk, hogy a heterogenitás ambivalens szerepet játszik a rendszer stabilitásának meghatározásában: a növekvően heterogén küszöbök sérülékenyebbé teszik a rendszert globális kaszkádok esetén, de a növekvően heterogén fokszám-eloszlás kevésbé sebezhetővé teszi a rendszert.
1. Bevezető

Hogy lehet az, hogy kicsi kezdeti behatások továbbgyűrűzhetnek annyira, hogy befolyásoljanak vagy akár megbénítsanak nagy rendszereket, amik eddig stabilnak bizonyultak az ilyen behatások tekintetében? Miért emelkedik ki néhány könyv, film vagy album az ismeretlenségből és válik slágerré kis marketingköltségek ellenére is, mikor számos, elsőre megkülönböztethetetlen próbálkozás nem jár sikerrel? Miért mutat a részvénypiac időnként nagy ingadozásokat, melyek nem köthetőek semmilyen megfelelően jelentős fontosságú információ érkezéséhez (2)? Hogyan kezdődnek a nagy, alulról jövő társadalmi mozgalmak központi kontroll és nyilvános kommunikáció nélkül (3)? 

Ezeket a jelenségeket hívják a közgazdászok információs kaszkádoknak (4. referencia, de mi egyszerűen kaszkádoknak nevezzük) melyek során az egyének egy populációban nyájként viselkednek, mert a döntéseik más egyének cselekvésein alapulnak, nem pedig a problémáról rendelkezésükre álló saját információikon. Noha teljesen különböző mechanizmusok generálják, a társadalmi és a gazdasági rendszerek kaszkádjai (3-6) hasonlóak a továbbgyűrűző hibákhoz a fizikai infrastruktúrális hálózatokban (7, 8), és a komplex szervezetekben (9), abban a tekintetben, hogy a kezdeti hibák növelik a későbbi hibák valószínűségét. Olyan végkimenetelhez vezetve, mint például a 1996. augusztus 10-i továbbgyűrűző meghibásodás az Egyesült Államok nyugati energiaátviteli hálózatában (8),  melyeket nagyon nehéz előre jelezni, akkor is, ha a komponensek egyéni tulajdonságai jól ismertek. Ugyanilyen fontos, hogy ugyanezek a rendszerek rutinszerűen nagy stabilitást mutatnak folyamatos kis hibák és behatások jelenlétében, amik végül a kaszkádokat generálják. A kaszkádokat tehát úgy tekinthetjük, mint a sok komplex rendszerre jellemző, robosztus és egyben törékeny természet speciális megnyilvánulását (10): a rendszer hosszú ideig stabilnak látszhat, és ellenállhat sok külső behatásnak (robusztus), majd hirtelen, és látszólag megmagyarázhatatlanul, nagy kaszkádot mutat (törékeny).  Noha a kaszkádok megjelenéséért felelős társadalmi, gazdasági, és fizikai mechanizmusok összetettek, és nagyon eltérőek lehetnek a különböző rendszerekben, vagy ugyanazon a rendszeren belül is, ebben a tanulmányban azt állítjuk, hogy a kaszkádok néhány általános tulajdonsága megmagyarázható a hálózat összekapcsoltságával, ami által a hatások átadódnak az egyének közt. Ez a tanulmány foglalkozik azokkal a kvalitatív megfigyelésekkel, hogy 
i. globális (vagyis nagyon nagy) kaszkádokat kiválthatnak olyan külső hatások, melyek nagyon kicsik a rendszer méretéhez képest, és 
ii. globális kaszkádok ritkán történnek a rendszert ért behatások számához képest, és olyan behatások is kiválthatják, melyek ezt megelőzően megkülönböztethetetlenek voltak azoktól a behatásoktól, melyek nem váltanak ki kaszkádokat.
2. A modell motivációja: Bináris döntések externáliákkal
Ezt a modellt az motiválja, hogy tekintünk egy populációt, melynek minden egyes tagjának két eltérő cselekvés közt kell választania, és a döntéseik explicit módon a populáció más tagjainak cselekedetein múlnak. A társadalmi és gazdasági rendszerekben a döntéshozók gyakran figyelnek egymásra, vagy azért, mert korlátozott információval rendelkeznek a problémáról, vagy korlátozott a képességük, hogy feldolgozzák az elérhető információt (6). Mikor eldöntjük melyik filmre (11) vagy étterembe (12) menjünk, gyakran kevés információnk van a lehetőségek kiértékeléséhez, ezért gyakran hagyatkozunk barátaink ajánlásaira, vagy egyszerűen azt választjuk, ahova a legtöbb ember megy. Még ha bőséges információhoz is juthatunk, mint például mikor új technológiákat, kockázatos pénzügyi befektetéseket, vagy állásra jelentkezőket értékelünk, sokszor nem vagyunk képesek értelmezni az információkat, ezért megint a megbízható barátok, kollégák, tanácsadók javaslataira hagyatkozunk. Más döntéshozási helyzetekben, mint pl. kollektív cselekvési helyzetekben (3), vagy társadalmi kényszerhelyzetekben (13), az egyén eredménye explicit függvénye a többiek tetteinek. És más problémáknál is, pl. egy új technológia elterjedésénél (14), egy további eladott darab, pl. egy fax-gép, hasznossága azon múlhat, hogy hányat adtak már el. Az összes fenti példában a döntéshozók ösztönözve vannak, hogy mások döntéseire odafigyeljenek.

A közgazdaság az egész probléma-osztályt bináris döntések externáliákkal (6) néven ismeri. Bármilyen leegyszerűsítettnek is tűnik, a bináris döntési keretrendszer meglepően összetett rendszerek esetén is releváns. Például egy politikai koalíció vagy egy nemzetközi szerződés létrehozása kétségkívül összetett és sokoldalú folyamat, sokféle lehetséges végeredménnyel. De miután a koalíció létrejött, vagy a szerződést megfogalmazták, a döntés, hogy csatlakozzunk-e vagy sem, alapvetően bináris.
Mind a bináris döntési problémákban érintett részletezett mechanizmusok, mind az externáliák eredete nagy eltérést mutathat különböző problémák esetében. Mindazonáltal számos esetben, melyeket a szociológiai és közgazdaságtani irodalomban leírtak, mint például a divatok (1,4,5), zavargások (15), bűnözés (16), versengő technológiák (14), újítások elterjedése (17,18), megállapodások (6) és együttműködés (13), magát a döntést pusztán azon többi ágensek relatív számának függvényének tekinthetjük, akik az egyik alternatívát választották a másik helyett (6). Mivel sok döntés természeténél fogva költséges, idő- vagy forrásigényes, a releváns döntési függvénynek sokszor határozott küszöbe van: az ágensek tétlenek miközben az állapotok változnak, de amint a személyes küszöbüket elérik, akár egy szomszéd cselekvése is átlökheti őket egyik állapotból a másikba. 
3. Modell specifikáció

Egy különösen egyszerű bináris döntési szabály externáliákkal, ami jól mutatja a fent vázolt alapvető tulajdonságokat, a következő: Egy egyéni ágens megvizsgálja k ágens, akiket a szomszédjainak nevezünk, pillanatnyi állapotát (0 vagy 1), és 1-es állapotot vesz fel, ha a k szomszédnak legalább egy 
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 küszöbnyi hányada 1-es állapotban van, különben 0-ás állapotot vesz fel. Hogy figyelembe vegyük a populációban az eltéréseket a döntéshozó ágensek tudásában, preferenciáiban és megfigyelési képességeiben, megengedjük, hogy mind az egyéni küszöbök, mind a szomszédok k száma is heterogén legyen. Először minden ágens kap egy 
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 küszöböt, véletlenszerűen egy f(
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) eloszlásból, amit az egység intervallum felett definiálunk, és úgy normalizálunk, hogy 
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, de ettől eltekintve tetszőleges. Aztán készítünk egy n ágensből álló hálózatot, melyben minden ágens 
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valószínűséggel kapcsolódik k szomszédhoz, és a szomszédok átlagos száma 
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=z. Noha továbbra is az ágensek szomszédjairól fogunk beszélni, egyszerűen úgy kell rájuk gondolni, mint az olyan bejövő jelzések halmazára, amik relevánsak az adott problémánál. Formálisabban azt mondjuk, hogy az ágenseket csúcsok reprezentálják a gráfban, a szomszédos csúcsokat élek kötik össze, 
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 a gráf fokszám-eloszlása, z pedig az átlagos fokszám. Hogy a kaszkádok dinamikáját modellezzük, kezdetben a teljes populáció ki van kapcsolva ( 0-s állapotban van), és a t=0 idő-lépésben perturbáljuk úgy,  hogy a csúcsok egy kis hányadát 
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 felkapcsoljuk (1-es állapotba). Az ezután következő idő-lépésekben a csúcsok véletlenszerű, aszinkron sorrendben frissítik az állapotukat, a fenti küszöb-szabály szerint. Ha egy csúcs felkapcsolódott, akkor felkapcsolva (aktív) is marad a dinamika ideje alatt. A társadalmi tudományok irodalmában az ilyen fajta döntési-szabályok vagy a nem kooperatív játékok, mint amilyen a fogoly dilemma (3,6) , eredmény-struktúrájából, vagy sztochasztikus mintavételi eljárásokból (18) származnak. A modellünk állapotváltozásait nézve  megállapíthatjuk, hogy  a modell a járvány-problémák (contagion problems) egy szélesebb osztályába tartozik, ami tartalmazza a tervezett rendszerek meghibásodási modelljeit, mint az energia elosztó hálózatokét (8), az internetét(19,20), epidemiológiai(21) és perkolációs(22,23) modelleket a betegségek terjedésére, számos sejt-automata modellt, mint a véletlen mezős Ising modelleket (24), bootstrap perkoláció (25, 26), többségi szavazás (27,28), továbbterjedő aktiváltság (29), és önszerveződő kritikus jelenségek (8,29).
Mindazonáltal a modellünk néhány fontos tekintetben különbözik ezektől a járvány-modellektől.

i. Szemben az epidemiológiai modellekkel, ahol a fertőzési események az egyén-párok közt függetlenek, a küszöb-szabály gyakorlatilag lokális függőségeket vezet be, vagyis a hatás, amit egy fertőzött csúcs kifejt egy adott csúcsra, kritikusan függ az adott csúcs többi szomszédjainak állapotától.

ii. Szemben a bootstrap perkolációval és az önszerveződő kritikus jelenségek modelljeivel (melyek szintén lokális függőségeket mutatnak), a küszöböt nem egy csúcs, az adott alternatívát választó, szomszédjainak abszolút számával fejezzük ki, hanem a szomszédság megfelelő hányadával. Ez egy természetes feltétel döntéshozási problémák esetén, mert minél több jelzést kap egy döntéshozó, annál kisebb lesz egy jelzés jelentősége.

iii. Szemben a véletlen mezős Ising és többségi szavazás modellekkel, melyeket tipikusan szabályos rácsokon modelleznek, mi heterogén hálózatokkal foglalkozunk, vagyis olyan hálózatokkal, ahol az egyéneknek különböző számú szomszédjuk van. Ezek a tulajdonságok, lokális függőségek, töredék küszöbök, és a heterogenitás létfontosságúak a kaszkádok dinamikájánál. Továbbá, a hálózati heterogenitás és a küszöb heterogenitás nem ekvivalensek, következésképp külön-külön kell őket tekintetbe venni.
4. Egzakt megoldás egy tetszés szerinti véletlen-gráfon 

Ennek a tanulmánynak az a fő célja, hogy felderítse, hogyan függ az összekapcsolt rendszerek globális kaszkádokkal szembeni sebezhetősége, az egyének információit a világról, és következésképp a döntéseiket is meghatározó, interperszonális befolyások hálózatától. Mivel mind a kapcsolatépítés, mind az információgyűjtés költséges tevékenység, az interakciós- és a befolyás-hálózatok általában nagyon ritkák (17), ez általában a valódi hálózatokra is igaz (30), csak olyan hálózatokkal foglalkozunk ahol z<<n. A problémához, ismert geometria hiányában, a ritka interakció-hálózatra a természetes első választás egy irányítatlan véletlen-gráf (31), n csúccsal, és meghatározott 
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 fokszám-eloszlással. Noha a véletlen-gráfokat nem tekintik a legtöbb valós hálózat (30) túlságosan realisztikus modelljének, gyakran használatosak első közelítésre (19, 20, 32) a viszonylagos könnyű kezelhetőségük miatt, és ezt a hagyományt itt is követtük. A megközelítésünk két mennyiségre koncentrál:

i. Annak valószínűségére, hogy egyetlen csúcs (vagy egy kevés csúcs) kivált egy globális kaszkádot, amit formálisan úgy definiálunk, hogy egy kaszkád, ami kiterjed egy végtelen hálózat véges töredékére. 
ii. A globális kaszkád várható nagyságára, ha egyszer már kiváltódott. 

Eredményeink leírásakor a kaszkád kifejezés olyan, bármekkora méretű, eseményre utal, amit egy kezdeti mag indít el, a globális kaszkád kifejezést megfelelően nagy (gyakorlatban azt jelenti, hogy nagyobb, mint egy rögzített töredéke egy nagy, de véges hálózatnak) kaszkádoknak tartjuk fenn.
Bármilyen eléggé nagy véletlen-gráfban ahol z < c ln n  (c valamilyen konstans) és 
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<<1 (vagyis ritkásan összekötött, egy kis kezdeti maggal),  feltehetjük, hogy egy kis mag kezdeti szomszédsága nem tartalmaz rövid kört; így egy a kezdetei mag szomszédjai közül egy csúcs sem szomszédos egynél több csúccsal a mag tagjai közül. Ez a közelítés egzakttá válik végtelen hálózatoknál ahol a z véges, vagy ha a mag csak egy csúcsból áll. Ilyen feltételek mellett a mag csak akkor tud nőni, ha legalább egy közvetlen szomszédjának küszöbe olyan, hogy 
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, vagy ami evvel ekvivalens, a foka 
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. Az olyan csúcsokat melyek nem stabilak ebben az egy lépéses értelemben, sebezhetőnek nevezzük, amelyek pedig stabilak, azokat stabilnak, megjegyezvén, hogy ez a megkülönbözetés csak akkor használható, mikor a kérdéses mag kicsi (a numerikus szimulációk azt mutatják, hogy az olyan magok, amik legalább három hatvánnyal kisebbek mint a rendszer nagysága, megfelelően kicsik ). A nagyobb magok esetét később tárgyaljuk.

Noha a sebezhetőségi-feltétel eléggé általános, az újítások elterjedésének (17) nyelvezetét fogjuk használni, amiben a kezdeti mag az újítók szerepét játssza, és a sebezhető csúcsok a korai elfogadóknak felelnek meg. Ha az újítók nincsenek összekapcsolva a korai elfogadók egy közösségével sem, akkor nem lehetséges kaszkád. Valójában, ahogy később megmutatjuk, egy újítás sikere vagy kudarca kisebb mértékben múlhat maguknak az újítóknak a számán és tulajdonságaikon, mint a korai elfogadók közösségének struktúráján. Nyilvánvaló, hogy minél több korai elfogadó van a hálózatban, annál valószínűbb, hogy az újítás elterjed. De a növekedésének mértéke –és következésképpen a hálózat egészének fogékonysága- nem csak a korai elfogadók számán múlik, hanem azon is, hogy mennyire összekapcsoltak egymással, és a sokkal nagyobb közösséggel, ami a korai és a késői többségből áll, akik nem hajlamosak arra, hogy a közvetlenül reagáljanak az újításokra, de közvetetten befolyásolhatóak ha sok korai elfogadóval vannak kapcsolatban. Azt sejtjük, hogy ennek a modellnek a körülményei között egy globális kaszkádnak szükséges feltétele az, hogy a sebezhető csúcsok alhálózata perkoláljon (22) a hálózat egészén, ami azt jelenti, hogy a legnagyobb összekapcsolt sebezhető klaszter el kell hogy foglalja a végtelen hálózat egy véges töredékét. Azt állíjuk, hogy függetlenül attól, hogy a hálózat egésze mennyire összekapcsolt, csak akkor lehetségesek globális kaszkádok, ha a legnagyobb sebezhető klaszter perkolál.
Ennek a feltételnek, amit mi kaszkád-feltételnek hívunk (lásd 5. egyenlet), megvan az az előnye, hogy a komplex dinamikus problémát egy statikus, perkolációs problémává redukálja, ami megoldható egy generáló-függvény megközelítéssel. Máshol egy hasonló technikát (20,32) alkalmaztak a véltetlen-gráfok összekapcsoltságának tanulmányozására; itt az alap megközelítést úgy módosították (32), hogy a sebezhető csúcsokra fókuszáljon. A gráf úgy készül, hogy minden csúcsnak 
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valószínűséggel k a fokszáma, és a fenti sebezhetőségi feltétellel, egy k fokszámú csúcs 
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valószínűséggel sebezhető. Vagyis 
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 annak a valószínűsége, hogy egy u csúcs fokszáma k és sebezhető. A megfelelő sebezhető csúcs fokszám-generáló függvény:
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A fokszám-eloszlás és a küszöb-eloszlás által tartalmazott összes információt egyesítve, a 
[image: image20.wmf])

(

0

x

G

 előállítja a fokszám-eloszlás összes, pusztán a sebezhető csúcsokra vonatkozó momentumát, ahol a releváns momentumok a G0(x) deriváltjainak kiértékelésével nyerhetők x=1-nél. Ezen tanulmány szempontjából a két legfontosabb mennyiség 
i. a populáció sebezhető hányada  
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ii.  a sebezhető csúcsok átlagos fokszáma 
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Mivel minket a kaszkádok terjedése érdekel egyik csúcsról egy másikra, szükségünk van a v sebezhető csúcs fokszám-eloszlására, ahol v a kezdetben választott u csúcs véletlen szomszédja. Minél nagyobb v fokszáma, annál valószínűbb, hogy u szomszédja, ezért v kiválasztásának valószínűsége arányos 
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-val, és a korrekten normalizált generáló-függvény 
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A sebezhető csúcsok klasztereinek tulajdonságainak (a korai elfogadók közösségi struktúrájának ) kiszámítására analóg generáló-függvényeket vezetünk be:  
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ahol 
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 annak valószínűsége, hogy egy véletlenszerűen választott csúcs egy n méretű sebezhető klaszterhez tartozik, és az 
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pedig ugyanez a valószínűség egy kezdetben választott csúcs szomszédja esetében. 

Bármely véges, n méretű klaszter, amihez egy véletlen élen jutunk, tekinthető úgy, mint kisebb klaszterek összessége, melyek összesített mérete n. Mivel egy megfelelően nagy, perkoláció alatti, véletlen-gráf tekinthető úgy, mint egy egyszerű elágazó struktúra, figyelmen kívül hagyhatjuk azt a lehetőséget, hogy az al-klaszterek körökben kapcsolódnak össze, ezért minden al-klaszter egymástól függetlenül kezelhető.  (Egy végtelen klaszter jelenlétével perkoláció fölött később foglalkozunk). Vagyis egy n méretű véges klaszter valószínűsége egyszerűen az al-klasztereinek (szintén végesek) valószínűségeinek eredménye. A generáló-függvények (20,32) tulajdonságaiból következik, hogy a 
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 kielégíti a következő ön-konzisztencia egyenlőséget: 
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amiből 
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(3b)
Mindkét egyenletben az első kifejezés megfelel annak a valószínűségnek, hogy a választott csúcs nem sebezhető, és a második kifejezés egy sebezhető csúcshoz kapcsolódó sebezhető klaszterek méret-eloszlását adja. Tehát a 
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generálja a sebezhető klaszter méretek eloszlásának összes momentumát, melyek közül a jelen esetben a legfontosabb az átlagos sebezhető klaszter-méret 
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, mert ez az a mennyiség, ami divergál a perkolációnál. A fentiekbe behelyettesítve
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ami divergál, mikor 
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 (5)
Az 5. egyenlet, a kaszkád-feltétel, értelmezése a következő: Mikor 
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(1)<z, a hálózat minden sebezhető klasztere kicsi, vagyis a korai elfogadók izolálva vannak egymástól, és képtelenek lesznek elegendő hajtóerőt generálni ahhoz, hogy egy kaszkád globálissá váljon. 
De mikor  
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(1)>z, a sebezhető klaszterek jellemző mérete végtelen, ami egy perkoláló sebezhető klaszter jelenlétére utal, mely esetben véletlenszerű kezdeti behatások véges valószínűséggel válthatnak ki globális kaszkádokat. Mivel az 5. egyenlet két állapot, vagy fázis, közti átmenetet jelzi, ahol az átlagos klaszter-méret divergálni kezd és a globális kaszkádok először elkezdődnek, ezért ezt fázis-tranzíciónak nevezzük. Más szavakkal, a globális kaszkádok generálásának szükséges feltételei meghatározhatók a releváns fázis-tranzíció pozíciójának és természetének ismeretében. De vegyük figyelembe, hogy a k(k-1) kifejezés az 5. egyenletben monoton nő k-val, de 
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monoton csökken. Ezért arra számíthatnánk, hogy az 5. egyenletnek vagy két megoldása van (ami két fázis-tranzíciót eredményez), vagy egy sem, eltérően a szokásos perkolációs modelltől, ami egyetlen fázis-tranzíciót mutat  z-ben az elfoglalási valószínűség minden véges értékénél. Továbbá abban az esetben, ha két megoldásunk van, egy folytonos intervallumot kéne észlelnünk z-ben, melyen belül kaszkádok fordulnak elő
5. Eredmények és tárgyalás

Noha a kaszkád-feltétel (5. egyenlet) tetszőleges fokszám- 
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és küszöb-eloszlású 
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 (a súlyozó függvénnyel 
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 kifejezve) véletlen-gráfra vonatkozik, illusztrálni tudjuk a fő tulajdonságait az uniform véletlen gráf esetében, ahol minden csúcs-pár p=z/n valószínűséggel van összekötve, továbbá minden csúcsnak ugyanaz a küszöbe 
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. Az uniform véletlen-gráfoknak egyik jellemzője, hogy 
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 (Poisson-eloszlás), mely esetben az 5. egyenlet redukálódik, 
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 és Q(a,x) a hiányos gamma függvény.  Az 1. ábra grafikusan fejezi ki a kaszkád feltételt, egy határvonalként a 
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diagrammban (szaggatott vonal) és ahhoz területhez (teli körökkel jelölve) hasonlítja, melyben kaszkádok fordulnak elő, a dinamika 1000 megvalósítása során (minden megvalósításban egy 10 000 csúcsú véletlen-gráf épül fel, és t=0-ban egyetlen csúcs felkapcsolódik). Mivel a szimulált hálózat véges, a kaszkád ablak várt és a valóságos határai nem egyeznek meg tökéletesen, de nagyon hasonlóak. Főként, ahogy azt fentebb megjósoltuk, mindkettő egy alsó és egy felső korlátot mutat a z átlagos fokszám függvényében, ahol a dinamika karakterisztikus idő-skálája divergál (lásd a 2a ábrát). 
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1. Ábra
Kaszkád ablakok a küszöb modellhez. A szaggatott vonal körülkeríti a 
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síkot, ahol a kaszkád-feltétel (5. egyenlet) ki van elégítve egy homogén küszöb-eloszlású 
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, uniform véletlen-gráf gráf esetén. A teli körök határolják a régiót, ahol a globális kaszkádok előfordulnak ugyanezeknél a paraméter-beállításoknál a teljes dinamikus modellben n=10 000-nél            (100 véletlen egyetlen-csúcs perturbáción átlagolva).
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2. Ábra
Az 1. ábra kaszkád ablakának keresztmetszete 
[image: image58.wmf]*

f

=0.18-nál. (a) Az egy kaszkád befejeződéséhez szükséges átlagos idő a kaszkád ablak felső és alsó határánál is divergál, két fázis-tranzíciót jelezve.(b) A hálózat összefüggő komponenseinek és a globális kaszkádok tulajdonságainak összehasonlítása. A globális kaszkádok gyakoriságát a numerikus modellben (üres körök)  jól közelíti a kiterjesztett sebezhető klaszter (rövid szaggatott vonalak) töredék mérete. Összehasonlításképpen a sebezhető klaszter mérete is fel van tűntetve, mind a szövegben levezetett egzakt megoldás (hosszú szaggatott vonalak)  mind az 1000 megvalósítás utáni átlag (keresztek). Az egzakt és a numerikus eredmények mindenhol egyeznek, kivéve a felső fázis-tranzíciónál, ahol a hálózat véges nagysága (n=10 000) befolyásolja a numerikus eredményeket. Végül a globális kaszkádok átlagos száma is fel van tüntetve (teli körök) összehasonlítva az egzakt megoldással (folytonos vonal) a legnagyobb összefüggő komponensnél.
Hogy megértsük a kaszkád ablakok határait meghatározó fázis átmenetek természetét, pontosan a sebezhető klaszter töredék-méretét, 
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-t, értékeljük ki a kaszkád ablakon belül. Mivel a generáló függvény megközelítés megköveteli, hogy a legnagyobb sebezhető klaszter egy tiszta elágazó struktúra legyen, és mivel a sebezhető klaszter általában köröket fog tartalmazni perkoláció fölött, a  4. egyenlet csak perkoláció alatt érvényes, ezért van az, hogy az 5. egyenlet csak a kaszkád-ablak  határait tudja meghatározni.  Mindazonáltal, még mindig kiszámolhatjuk 
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-t a fázis-tranzíció felett, csakúgy mint alatta, ha 
[image: image61.wmf])

1

(

0

H

-et kizárólag a véges klaszterek halmazán értékeljük ki, vagyis ha explicit kizárjuk a perkoláló klasztert (ha létezik) a 
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összegből. A 3b egyenlet használatával az következik, hogy 
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 kielégíti a 3a egyenletet. A kaszkád ablakon kívül a 3a egyenlet egyetlen megoldása 
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=1, ami 
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=0-át ad (következésképp nincs kaszkád) ahogy várható volt. De a kaszkád ablakon belül, ahol a perkoláló sebezhető klaszter létezik, a 3a-nak van még egy megoldása, ami az 
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egy nullától különböző értékének felel meg. Az uniform homogén-küszöbű véletlen-gráf speciális esetében, azt kapjuk, hogy 
[image: image70.wmf])

,

1

(

*

)

,

1

(

1

*

)

(

*

11

zH

K

Q

e

z

K

Q

S

H

z

v

+

-

+

=

 , ahol 
[image: image71.wmf]1

H

 kielégíti a 
[image: image72.wmf])

,

(

)

,

(

1

1

*

)

(

*

1

11

zH

K

Q

e

z

K

Q

H

H

z

+

-

=

-et. Összevetjük ezt a kifejezést azzal, ami a gráf teljes összefüggő komponensének méretét adja, S=1-
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 (32), ami ekvivalens azzal, hogy megengedjük hogy 
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).  A 2b ábrán megmutatjuk az egzakt megoldást 
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-re (hosszan szaggatott vonal) és S-re (folytonos vonal) 
[image: image77.wmf]18

.

0

*

=

f

-ra, és összehasonlítjuk ezeket a mennyiségeket a globális kaszkádok gyakoriságával és méretével, amelyet a teljes dinamikus szimuláció esetén figyeltünk meg, 10 000 csúcs esetén a hálózat 1000 véletlen megvalósításának és a kezdeti feltétel átlagolása során. (
[image: image78.wmf]v

S

 és S megfelelő numerikus értékei megkülönböztethetetlenek az analitikus görbéktől, az ablak felső határának kivételével.)  A globális kaszkádok, vagyis a „sikeres” kaszkádok, gyakorisága nyilvánvalóan függ a sebezhető komponens nagyságától: minél nagyobb az 
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, annál nagyobb a valószínűsége, hogy egy véletlenszerűen választott kezdeti terület része lesz. Ha 
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 nem perkolál, nem lehetségesek globális kaszkádok. A 2b ábra világosan alátámasztja ezt a sejtést, de ugyanilyen világos, hogy a kaszkád ablakon belül 
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 jelentősen alábecsli egy globális kaszkád valószínűségét. Ennek oka, hogy az eredeti döntési szabályunk szerint egy egyén állapot-választása csak a szomszédjainak állapotán múlik, ezért még stabil csúcsok is, noha nem vesznek részt a globális kaszkád kezdeti szakaszaiban, kiválthatják azokat, amennyiben közvetlenül szomszédosak a sebezhető klaszterrel. Egy globális kaszkád igazi valószínűségét ezért a kiterjesztett sebezhető klaszter, a sebezhető klaszter és a közvetlen stabil szomszédjai, mérete 
[image: image82.wmf]e

S

 határozza meg.  Nem számítottuk ki 
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-t pontosan (noha ez talán lehetséges), de relatív egyszerű meghatározni numerikusan, és ahogy a 2b ábrán a megfelelő  (pontozott) görbe demonstrálja, az 
[image: image84.wmf]e
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 átlagos mérete nagyszerű közelítése a globális kaszkádok megfigyelt gyakoriságának. Világos, hogy a globális kaszkádok méretét (teli körök) sem a sebezhető klaszter mérete
[image: image85.wmf]v
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, sem az 
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 nem irányítja, hanem az S, a hálózat egészének összekapcsoltsága. Ez egy meglepő eredmény, melynek oka nem teljesen világos, de egy elképzelhető magyarázata a következő: Ha egy globális kaszkádot egy kezdetben kicsiny magnak a sebezhető klaszter elleni támadása váltja ki, akkor az garantáltan elfoglalja az egész kiterjesztett sebezhető klasztert, következésképp egy véges töredékét akár egy végtelen hálózatnak is. Ebben a helyzetben a kis-mag feltéttel többé nem teljesül, ezért olyan csúcsoknak, melyek még lekapcsolt állapotban vannak, számos (korai elfogadó) szomszédja lehet felkapcsolt állapotban. Vagyis még olyan egyének is, akiket eredetileg stabilaknak osztályoztunk (a korai és a későbbi többség) feldönthetőek, lehetővé, téve, hogy a kaszkád ne csak a sebezhető komponenst, ami a kaszkád kezdeti terjedését tette lehetővé, foglalja el, de akár a gráf egész összekapcsolt komponensét. Az, hogy perkoláló sebezhető klaszter aktiválása mindig elégséges kell legyen, hogy aktiválja az teljes összekapcsolt komponenst, még akkor is, mikor az előbbi egy nagyon kis töredéke az utóbbinak, nem egy kézenfekvő eredmény, de úgy tűnik következetesen igaz, legalábbis a véletlen-gráfok osztályán belül. Az, hogy a véletlen-gráfoknál általánosabb hálózatokra is igaz-e, egy jelenleg folyó vizsgálat tárgya.

Ahogy az 1. és 2. ábrák sejtetik, a globális kaszkádok támadása két különböző állapotban történhet – egy alacsonyan összekapcsolt állapotban,  és egy magasan összekapcsolt állapotban, - melyek alacsonyabb illetve magasabb fázis-tranzícióknak felelnek meg. A fázis-tranzíciók természete különböző a két határnál, és ennek fontos következményei vannak az érintett rendszerek látható stabilitására. Ahogy a 3. ábra (üres négyzetek) demonstrálja, a kaszkádok kumulált eloszlása a kaszkád ablak alsó határánál hatványfüggvény-eloszlást követ, ami analóg a lavinák eloszlásával az önszerveződő kritikus jelenségek modelleiben, vagy a klaszterméret-eloszlással a perkoláció standard kritikus értékénél. Valójában a kaszkádméret-eloszlás  meredeksége megkülönböztethetetlen a perkoláló véletlen-gráfok (32) klaszterméret-eloszlásának az ismert kritikus kitevőjétől 
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=3/2. Ez egy várt eredmény, mert mikor z
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, a legtöbb csúcs kielégíti a sebezhetőségi feltételt, ezért  a kaszkádok terjedését elsősorban a hálózat összekapcsoltsága szorítja meg, amiről ismert, hogy véletlen-gráfokban egy másodfokú fázis-tranzíción megy át z=1-nél (31).
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3.Ábra. A kaszkád méretek kumulatív eloszlása a felső és alsó kritikus pontoknál, n=1000, z=1.05 –nél (üres négyzetek) illetve z=6.14-nél (teli körök). Az egyenes vonal a dupla logaritmikus skálán azt mutatja, hogy a kaszkádok az alsó kritikus pontnál hatványfüggvény-eloszlásúak, 3/2 meredekséggel, (a kumulatív eloszlás meredeksége 1/2). Ezzel szemben az eloszlás bimodális a felső kritikus pontnál, egy exponenciális farok-résszel a kis kaszkádméretnél, és egy második csúccsal a teljes rendszer méreténél, ami egyetlen globális kaszkádnak felel meg. A felső határ felett a globális kaszkád eltűnik, és nagy kaszkádok mindig exponenciálisan valószínűtlenek.
A felső határ azonban különbözik. Itt a kaszkádok terjedését nem a hálózat összekapcsoltsága korlátozza, hanem a csúcsok lokális stabilitása. Ebben a állapotban a legtöbb csúcsnak annyi szomszédja van, hogy nem döntheti fel őket egyetlen szomszéd perturbációja, ezért a legtöbb kezdeti behatás rögtön stabil csúcsokkal találkozik. A legtöbb kaszkád ezért elhal mielőtt messzire terjedne, azt a benyomást keltve, hogy a nagy kaszkádok exponenciálisan valószínűtlenek. Mindazonáltal egy perkoláló sebezhető klaszter továbbra is létezik, ezért nagyon ritkán egy kaszkád ki fog váltódni, és ebben az esetben a hálózat nagyfokú összeköttetettsége biztosítja, hogy a kaszkád rendkívül nagy legyen, jellemzően sokkal nagyobb, mint a kaszkádok az alsó fázis-tranzíciónál. Az eredmény egy olyan kaszkádméret-eloszlás, ami inkább bimodális mint hatványfüggvény szerinti (lásd 3. ábra, teli körök). Ahogy a felső fázis-tranzíciót alulról közelítjük, a globális kaszkádok egyre nagyobbak de ritkábbak is, amíg teljesen el nem tűnnek, egy nem folytonos (vagyis elsőfokú) fázis-tranzíciót sejtetve a sikeres kaszkádok mértében (lásd 2b ábra, teli körök). Az elsőfokú fázis-tranzíció fő következménye, hogy közvetlenül az ablak határán belül, ahol a globális kaszkádok nagyon ritkán történnek (a 3. ábra egyetlen kaszkádot mutat 1000 véletlen próba során), a rendszer általában megkülönböztethetetlen egy olyantól, ami nagymértékben stabil, csak kis kaszkádokat mutatva számos kezdeti behatás esetén, mielőtt egy erőteljes, globális kaszkád alakulna ki válaszként egy olyan behatásra, ami előzetesen megkülönböztethetetlen volt a többitől. 

Ezek a minőségi eredmények meglehetősen általánosak a véletlen-hálózatok osztályában, és érvényesek mind a küszöbök f(
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) , mint a fokszámok 
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 tetszőleges eloszlása esetén. De bármelyik eloszlás változtatása jelentős hatással lehet a mennyiségi eredményekre – és így a rendszer tényleges sebezhetőségére – ahogy a 4a és 4b ábrák azt demonstrálják. A 4a ábra az eredeti kaszkád-ablakot mutatja homogén küszöbök esetén (folytonos vonal), és még két ablakot (szaggatott vonal) amiket ugyanabból a generáló függvényből származnak, de olyan küszöb-eloszlásoknak f(
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)  felelnek meg, melyek normálisan vannak elosztva 
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 közép eloszlással, és növekvő standard szórással. A numerikus eredmények megfelelnek az analitikusan levezetett ablakoknak. Tisztán látszik, hogy a küszöbök növekvő heterogenitásának hatására a rendszer stabilitása csökken, kaszkádokat eredményezve mind a 
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 mind a z szélesebb skáláján. De a 4b ábra egy másfajta képet ad a heterogenitásról. Itt a küszöbeloszlás fix, minden csúcs ugyanazt a küszöböt mutatja, de a 
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 fokszám-eloszlást a 
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konstansok, melyeket állítani lehet úgy, hogy fenntartsuk, hogy 
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.  A hatványfüggvény-eloszlású véletlen-gráfoknak ezen osztálya iránt mostanában nagy az érdeklődés (19,20,32), számos valódi hálózat modelljeként, ideértve  az internet is. Az uniform véletlen-gráfok Poisson-eloszlásával szemben, amely erős csúcsot mutat egy jól definiált középértéknél, a hatványfüggvény-eloszlások erősen eltoltak, hosszú farok részekkel, a hálózat növekvő heterogenitásának megfelelően.  A 4b ábra azt sejteti, hogy a hatványfüggvény eloszlású véletlen-gráfok általában sokkal kevésbé védtelenek a véletlen behatásokkal szemben, mint az uniform véletlen-gráfok ugyanolyan z-vel, tekintettel a hálózati összekapcsoltságra. Ezt már máshol is megfigyeltük (19,20). Noha ez a különbség a küszöb és a hálózati heterogenitás közt némileg meglepő (mert a két fajta heterogenitás kapcsolatban van a töredék küszöb-feltétel által) , mégis érthető. Azok a csúcsok melyek az alacsony küszöb miatt sebezhetők, lehet hogy erősen kapcsolódnak a hálózathoz, ami ideális korai elfogadókká teszi őket. De azok a csúcsok, melyek védtelenek a kis perturbációkkal szemben mert nagyon kevés szomszédjuk van, és ezért gyengén összeköttetettek, nehezen tudnak bármilyen hatást továbbítani.
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4. Ábra. Analitikusan számított kaszkád ablakok heterogén hálózatoknál.  A folytonos vonalak ugyanazok, mint az 1. ábrán. (a) A szaggatott vonalak olyan uniform véletlen-gráfok kaszkád-ablakait képviselik, ahol a küszöb eloszlások (
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) normál eloszlásúak, egy közép 
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-vel és SD 
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.(b) A szaggatott vonal egy kaszkád ablakot ábrázol egy olyan véletlen-gráf esetében, ahol a fokszám-eloszlás hatványfüggvény-szerinti, ahol a kitevő 
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 és z exponenciális levágás
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 értéke rögzített 
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=2.5-nél, és a 
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-úgy igazítottuk, hogy variálható z-vel generáljon gráfokat.
A hálózat heterogenitásának van egy további hatása, ami tovább komplikálja a dolgokat. Noha az erősen eltolt fokszám-eloszlású hálózatok általánosságban stabilabbak, a kaszkád ablakon belül magasabb érzékenységet mutatnak az olyan kezdeti behatásokra, melyek magas fokszámú csúcsokat támadnak (19), noha az ilyen csúcsok nem valószínű, hogy maguk is védtelenek. Ha ahelyett, hogy véletlenszerűen választanánk egy kezdeti csúcsot, szándékosan egy k fokszámú csúcsot támadunk, akkor annak a valószínűsége, hogy legalább egy szomszédja tagja a legnagyobb klaszternek, és ilyenformán annak valószínűsége, hogy egy kaszkádot vált ki, 
[image: image111.wmf]k

v

k

S

P

)

1

(

1

-

-

=

, ahol 
[image: image112.wmf]v

S

 a sebezhető klaszter mérete – ezt a sejtést jól alátámasztják a numerikus adatok (nincs feltűntetve) az uniform véletlen-gráfok esetén. A kaszkád-ablak határaihoz közel, ahol 
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 kicsi, 
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 , azt sejtetve, hogy annak a valószínűségnek aránya, hogy egy globális kaszkádot indít el a hálózat legjobban összeköttetett csúcsa (ahol 
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) illetve egy átlagos csúcs (k=z), nagyjából 
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 fokszám-eloszlás eltolódottságának egy durva becslése. Az erősen eltolt 
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-jú hálózatoknak (mint az uniform véletlen-gráfok a kaszkád-határ közelében az 1. ábrán, vagy mint a hatványfüggvény-szerinti eloszlásúak) mind meg kell legyen az a tulajdonságuk, hogy a legjobban összeköttetett csúcsaik aránytalanul nagyobb valószínűséggel indítanak el globális kaszkádokat, ha őket választjuk kezdeti csúcsnak. Ezzel szemben az olyan hálózatok, amelyeknél a 
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-nak éles csúcsa van, gyorsan csökkenő farok-résszel (mint a felső határ közelében az 1. ábrán) nem mutatják ezt a tulajdonságot. A numerikus eredmények alátámasztják ezt a következtetést az uniform véletlen-gráfok esetében. Tehát a magasan összeköttetett kezdeti csúcsok szándékos támadásának eredménye nagyban függ a globális fokszám-eloszlástól, és ennek következtében az uniform véletlen-gráfok esetében attól, hogy a rendszer a magasan-összeköttetett, vagy az alacsonyan összeköttetett állapotában van-e.
6. Összefoglalás

 A társadalmi és gazdasági rendszerekben a globális kaszkádok, csakúgy, mint a továbbgyűrűző hibák a tervezett hálózatoknál, két feltűnő tulajdonsággal rendelkeznek: nagyon ritkán fordulnak elő, de mikor igen, akkor nagyok.  A kaszkádoknak mind a hatványfüggvény-szerinti, mind a bimodális eloszlásai kielégítik a nem gyakori nagy események definícióját, de ezek az eloszlások máskülönben teljesen eltérőek, és lehet, hogy teljesen különböző magyarázatot kívánnak. Sajnos a kaszkád-méret eloszlást részletező empirikus adatok hiánya megakadályoz bennünket abban, hogy melyik eloszlás (ha egyáltalán van ilyen) melyik rendszereket írja le korrekten. Mi itt motiváltunk és analizáltunk egy egyszerű, bináris-döntési modellt, ami különböző körülmények közt mindkét fajta viselkedést mutatja, és így ad néhány tesztelhető sejtést a valódi rendszerekben előforduló kaszkádokról. Mikor az interperszonális befolyások hálózata elégségesen ritka, a kaszkádok terjedését a hálózat globális összekapcsoltsága korlátozza, és mikor elég sűrű, akkor a kaszkádok terjedését a csúcsok egyéni stabilitása korlátozza. Az első esetben a kaszkádok hatányfüggvény-szerinti eloszlást mutatnak a megfelelő kritikus pontnál, és a legmagasabban összeköttetett csúcsok kritikus fontosságúak a kaszkádok kiváltásában. A második esetben a kaszkádok eloszlása bimodális, és az átlagosan összeköttetett csúcsok, a nagyobb gyakoriságuk miatt, sokkal nagyobb valószínűséggel  váltanak ki kaszkádokat. Az utóbbi állapotban a rendszer sokkal drámaibb robosztus-mégis-törékeny tulajdonságot mutat, mint az előbbiben, majdnem teljesen stabil maradva számos behatással szemben mielőtt egy hirtelen óriás kaszkádot mutat, ez a tulajdonság kivételesen nehézzé tenné a globális kaszkádok előrejelzését. Végül a rendszer heterogenitásának vegyes hatásai vannak a rendszer stabilitására. Egyrészről az egyéni küszöbök növekvő heterogenitása láthatóan növeli a globális kaszkádok valószínűségét, másrészről a csomópontok fokszámának növekvő heterogenitása csökkenteni látszik azt. Azt reméljük, hogy ennek az egyszerű keretrendszernek a bevezetése sarkallni fogja a teoretikus és empirikus erőfeszítéseket arra, hogy realisztikusabb hálózati modelleket analizáljanak (például belefoglalva a társadalmi struktúrát) és átfogó adatokat nyerjenek a globális kaszkádok gyakoriságáról, méretéről, és időbeli méretéről a valós hálózati rendszerekben.
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