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A kivonatot készítette Bálint Balázs az ELTE-IKKK részére
Néhány modellt ajánlunk a társadalmi kapcsolathálók növekedésére, melyek mind a következő három elven alapulnak: 
1. Két olyan személy, akiknek van közös barátjuk, gyakran találkozik, akiknek nincs, azok pedig ritkán.
2. A kapcsolatok idővel felbomlanak azok közt, akik ritkán találkoznak.
3. Van egy felső korlátja annak, hogy egy személy hány kapcsolatot tarthat fenn. 
Számitógépes szimulációval azt találtuk, hogy az ilyen modellek reprodukálják a valódi társadalmi kapcsolathálók számos tulajdonságát, mint a magas szintű klasztereződést, a hálózati tranzitivitást, és az erős közösségi struktúrát, melyben az egyéneknek több kapcsolatuk van a közösségük tagjaival, mint a más közösségekbe tartozókkal. 
1. Bevezető
Számos valós rendszer hálózat formájú, pl. a kommunikációs hálózatok, mint az Internet és a telefonhálózatok, információs hálózatok mint a World-Wide Web, közlekedési hálózatok stb.. Az utóbbi években a fizikusok közt is jelentős volt az érdeklődés a hálózatok struktúrája és működése iránt. Számos, a statisztikai fizikában használt technika, mint például a Monte Carlo szimuláció, skálázó és renormalizáló csoport-módszerek, és a közép-mező teória, jól használhatónk bizonyult ilyen rendszerek tanulmányozására.
Az időben fejlődő hálózatok struktúrájának különösen nagy figyelmet szentel a fizikai irodalom. Míg sok hálózat, pl. a vérerek, alapvetően statikusak, addig sok másiknak időben jelentősen változik a topológiája. A klasszikus példa a WWW. Ez a hálózat állandóan változik, egyes becslések szerint több mint egymillió lap adódik hozzá naponta, míg más lapok eltűnnek. Széles körben elterjedt nézet, hogy a Web gyors növekedése jellegzetes hálózatot eredményez, aminek hatványfüggvény szerinti a fok-eloszlása [4,5], korreláció van a csúcsok kora és foka közt [6], és korreláció van az összekapcsolt csúcsok foka közt [7,8]. Számos modell van a Web növekedésére, melyek reprodukálják e tulajdonságokat [6-11].

De nem a Web volt az első hálózat, amivel e fizikusok foglalkozni kezdtek. 1998-ban Watts és Strogatz [12] egy tanulmányban tárgyalta a társadalmi kapcsolathálók számos tulajdonságát, és bevezette a statikus hálózatok egy egyszerű modelljét, amit azóta mélyrehatóan tanulmányoztak a fizikai irodalomban [1,13-17]. A társadalmi kapcsolathálók szintén fejlődnek, új kapcsolatok alakulnak ki egyének közt, és régek felbomlanak. Mindazonáltal nyilván más folyamatok irányítják a társadalmi kapcsolathálók fejlődését, mint a World-Wide Web-ét. Ebben a tanulmányban néhány új modellt mutatunk a társadalmi kapcsolathálók fejlődésére. Ezek a modellek egyszerű sztochasztikus eljárásokon alapulnak, és nem kísérlik meg a társadalmi dinamika mikroszkopikus részleteinek megragadását. De amint látni fogjuk, számos nem triviális, de intuitíven ésszerűnek látszó eredményt kapunk e modellekkel, mint például a szorosan összetartozó közösségek kialakulását a hálón belül, és a magas fokú hálózati tranzitivitás kialakulását.
2. A társadalmi kapcsolathálók növekedésének mechanizmusa
A korábbi hálózatnövekedési modellek kulcs jellemzői:

1. Élek és csúcsok folyamatos hozzáadása, ahogy az idő halad.

2. Preferenciális-kapcsolódás (vagyis, hogy a csúcsok nagyobb valószínűséggel kapcsolódnak magasabb fokú csúcsokhoz).

Más tulajdonságokat is be lehet venni [18], mint például csúcsok és élek eltávolítását, vagy élek más helyre mozgatását. De a döntő fontosságú tulajdonságokat, mint a hatványfüggvény szerinti fok eloszlást és a korrelációt a csúcsok fokai közt, csak a fenti 1. és 2. tulajdonságok reprodukálják. Az ilyen típusú növekedési modellek teljesen alkalmatlanok a társadalmi kapcsolathálók növekedésének modellezésére, számos oknál fogva.
1. Természetesen állandóan adódnak új csúcsok társadalmi kapcsolathálókhoz, emberek születnek, utaznak, új hálókhoz csatlakoznak, és régieket hagynak el. De az idő, ami alatt az emberek társadalmi kapcsolatokat létesítenek és szűntetnek meg, ami lehet, hogy csak néhány nap, sokkal rövidebb, mint az idő, ami alatt csúcsok csatlakoznak a hálóhoz, vagy elhagyják azt, ami általában néhány év. Ezért gondoljuk, hogy a csúcsok hozzáadása és eltávolítása n0em játszik nagy szerepet a hálózat pillanatnyi struktúrájának meghatározásában, és ezért ezen hálózatok első megközelítése lehetséges olyan modellel, ami konstans számú csúcsa de változó számú és elrendezésű éle van.
2. Úgy tűnik, hogy számos ismert ismeretségi háló nem követ hatványfüggvény szerinti fok eloszlást. Az eloszlás erősen tetőzik egy középes fokszám környékén, és nem látszik jobbra-tolódottnak [19,20].A tipikus magyarázat szerint a barátságok fenntartásának rendszeres költsége van az idő és fáradozás tekintetében, és mivel az embereknek korlátosak a kereteik, csak bizonyos számú kapcsolatot tudnak fenntartani. Olyan hálózatokban, ahol kicsi vagy csak egyszeri költsége van a fok növelésének, pl. a szexuális kapcsolatok hálója [21], erősen eltolt, és lehetséges, hogy hatványfüggvény szerinti, fok eloszlásokat lehet látni. Munkánk során feltettük, hogy a barátságnak költségei vannak, és ezért a csúcsok fokszámai szűken vannak elosztva.
3. A hatványfüggvény szerinti eloszlás hiánya az ismeretségi hálókban azt is sugallja, hogy a preferenciális-kapcsolódás mechanizmusa itt nem fontos. Mivel mindenkinek nagyjából ugyanannyi barátja van, nem sok hatása van annak, hogy a sok baráttal rendelkező egyének magasabb arányban vonzanak-e újakat.
4. Talán a legfontosabb, hogy a társadalmi kapcsolathálók klasztereződést, más néven tranzitivitást, mutatnak. A klasztereződés, a hajlam arra, hogy két barátja valakinek egymásnak is barátja legyen, nagyon gyakori a társadalmi kapcsolathálóknál. A Web növekedési modelljei gyenge klaszeterződést mutatnak, a  C valószinűsége, hogy egy adott csúcs két szomszédja egymásnak is szomszédja, amit klasztereződési együtthatónak is neveznek, kb. ötször nagyobb, mint a megfelelő alaphálózatnál,  ami egy véletlen gráf, ahol az éleket teljesen véletlenszerűen rendelik a csúcsokhoz [3].A társadalmi kapcsolathálóknál a C több ezerszer vagy milliószor nagyobb lehet,mint a megfelelő véletlen gráfban [12,22]. Ezt az eredményt minden értelmes társadalmi kapcsolatháló modellben fel kéne használni.
E pontok alapján azt javasoljuk, hogy a társadalmi kapcsolathálók evolúciós modelljei a rendelkezzek a következő minimális tulajdonsághalmazzal.  
1. Rögzített számú csúcs: egy rögzített méretű zárt populációt tételezünk föl.
2. Korlátozott fokszám: annak valószínűsége, hogy egy személy új kapcsolatot építsen ki, csökkenjen meredeken miután a jelenlegi barátainak száma elért egy bizonyos szintet.
3. Klasztereződés:a valószínűsége, hogy két egyén megbarátkozik, jelentősen magasabb kell hogy legyen, ha van egy vagy több közös barátjuk.
4. Barátságok elmúlása: Mivel a csúcsok száma rögzített és a fokszám limitált, barátságoknak kell felbomlaniuk és kialakulniuk, ha a hálózat nem stagnál.
A következő fejezetekben két olyan modellt javasolunk és vizsgálunk, melyek rendelkeznek ezekkel a tulajdonságokkal. Az első modell elég általános, megengedi, hogy tetszés szerint reprezentáljuk az emberek hajlamait új kapcsolatok kialakítására. Ez a modell meglehetősen valósághűen reprezentálja a hálózati evolúciót, de nehézkes szimulálni, és analitikusan feldolgozhatatlan. Ezért a második modell az első egyszerűsített változata, ami reprodukálja az első jellemző tulajdonságait, noha stilizált formában, és jóval hatékonyabban szimulálható. Ezek a modellek hasonlóan szofisztikáltak, mint az előzőleg vizsgált Web, és más hálózatok, növekedési modelljei, és lehet, hogy hasonlóan alkalmasak analitikus feldolgozásra is, noha ezt itt nem kíséreltük meg.
3. I. Modell 
A következő mechanizmust tesszük föl a társadalmi kapcsolathálók növekedésnél. Egyének párjai találkoznak egy idő-egység szerinti valószínűséggel, ami azon múlik, hogy hány közös barátjuk van. Ha nincs közös barátjuk, nagyon kicsi a valószínűsége hogy találkoznak, de ha egy párnak van egy vagy több közös barátja, akkor a találkozásuk valószínűsége jelentősen megnő. A tudósok közti együttműködési-hálózatok esetében ennek a hatásnak a létezését direkt empirikus mérésekkel igazolták [24]. 
Korlátozzuk egy ember barátainak lehetséges számát z, azáltal, hogy egy 
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 küszöbérték feletti számú barátnál az új barátok szerzésének valószínűségét nagymértékben csökkentjük. 
Ha csak ezek a mechanizmusok lennének, olyan hálózatot kapnánk, amely addig nőne, amíg mindenkinek, vagy a legtöbb embernek, kb. 
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 barátja lenne, aztán megállna a növekedés.

A közösség struktúrája ezután nem változna.  Watts [23] leirt egy ilyen modellt, az „
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-modelljét”, ahol szigorú felső korlátja van egy személy ismerőseinek számának, és a modell abba is hagyja a fejlődést, miután mindenkinek van annyi. De a való életben a társadalmi kapcsolathálók fejlődése nem áll meg. Noha tényleg úgy tűnik, hogy van egy felső határa annak, hogy hány barátja van egy embernek, a hálózat folyamatosan változik, mivel barátságok fel is bomlanak, amellett hogy köttetnek. Ennek figyelembevételére a következő mechanizmust ajánljuk: miután egy pár megbarátkozott, rendszeresen találkozniuk kell, hogy fenntartsák a barátságukat. Ha többet nem találkoznak, megszűnik a barátság is.
Tehát a modellünk három komponense:
1. Barátságok akkor alakulnak ki, mikor emberek találkoznak, ami főleg olyan ember-párok közt történik, akiknek van közös barátjuk.

2. Egy személy barátainak a száma korlátozott.

3. A barátság elmúlik, ha a két barát nem találkozik rendszeresen. 

Ezeket a komponenseket a következőképp implementáltuk.
Két ember, i és j, találkozásának 
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 valószínüsége egy idő-egységben, két tényezőn múlik: 

1. A két személy már meglevő barátainak 
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 és 
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számán,

2.  és a közös barátaik 
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 számán.
Ezeket a tényezőket az f és g függvényekkel reprezentáljuk:
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Felesszük, hogy az f(z) függvény értéke magas és megközelítőleg konstans kis z-kre, 
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-nál pedig hirtelen zuhan az értéke. Egy lehetséges függvény a fenti tulajdonságokkal a Fermi függvény:
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Az itt leirt szimulációban ezt a függvényt használtuk. A hőmérséklet-szerű 
[image: image14.wmf]b

 paraméter határozza meg a csökkenés meredekségét 
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 -nál. A g(m) függvény reprezentálja két ember találkozási-valószínűségének várható emelkedését abban az esetben, ha van egy vagy több közös barátjuk. Az együttműködési-hálózatok legutóbbi vizsgálataiban ezt a függvényt direkten mérték [24], és azt találták, hogy jól illik rá az egyszerű exponenciális forma:
g(m) = 1 - (1 -
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ahol 
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 annak valószínűsége, hogy két ember találkozik, akiknek nincsen közös barátjuk, és a 
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 paraméter szabályozza a g(
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) növekedésének ütemét. 
Ezek az f és g függvények bizonyos mértékben esetlegesek, de más függvényekkel is kísérleteztünk, és azt találtuk, hogy a  modell kvalitatív becslései ugyanolyanok. Többek közt ez is igazolja a negyedik bekezdésben bemutatott egyszerűbb modell létjogosultságát, ami nem tartalmaz ilyen tetszőleges függvényeket.
A barátságok nem pusztán léteznek, vannak barátok, akiket minden héten látunk, és vannak, akikkel fokozatosan elveszítjük a kapcsolatot. Ezt a modellünkben úgy reprezentáljuk, hogy minden barátsághoz erősséget rendelünk. Mikor két ember, i és j, találkozik, a kapcsolatuk 
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 erősségét 1-re állítjuk. Aztán, ahogy az idő múlik, anélkül hogy megint találkoznának, az erősség exponenciálisan csökken, 
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 az utolsó találkozásuk óta eltelt idő és 
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a modell egyik állítható paramétere. Újabb találkozásukkor 
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 visszaállítódik 1-re. Egy kapcsolat erősségének időbeli átlaga mutatja, hogy milyen gyakran találkoznak.
Abból a célból, hogy képeket alkothassunk a hálózatainkról, általában kijelölünk egy küszöböt, és csak azokat a barátságokat tekintjük aktívnak, melyek erőssége nagyobb, mint a küszöb. A következő bekezdés ábráinál a 0.3-as küszöböt használtunk.

Ugyanezt a kritériumot használtuk a közös barátok számolásánál, és a klasztereződési-együttható számolásánál.
3.1 Eredmények
Az előző bekezdésben leirt modellt szimuláltuk olyan hálózatokra, melyeknek akár 1000 csomópontjuk is volt. A folyamatos-idejű Monte Carlo-módszert (amit n-szeres útnak is hívnak) [25] használtuk arra, hogy az egyén-párokat idő-egységnek megfelelő valószínűséggel válasszuk ki. A szimulációkat többféleképp lehet inicializálni: lehet indulni egy véletlen-gráffal, amiben minden csúcs fokszáma átlagos, 
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. A szimulációinkban egy üres, élek nélküli hálózattal indultunk, és aztán megengedtük, hogy élek jelenjenek meg, nullára vagy nagyon alacsony értékre állított 
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 bomlási paraméterrel. Miután minden egyén kialakított nagyjából 
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 barátságot, a hálózat evolúciója stagnál, mert nem lehet több élt hozzáadni vagy eltávolítani. Ezen a ponton a 
[image: image30.wmf]k

-t egy magasabb, realisztikusabb értékre állítjuk, és nézzük a hálózat további fejlődését. A statisztikai értékeket, mint a C klasztereződési-együtthatót,  és az átlagos úthosszt az idő függvényében mérjük.
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1. Ábra. Az I. modell által generált mintahálózat. Ebben a szimulációban N=250 csúcs volt, 
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=0.01, 
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=5. A szimuláció során az izolált komponensek nem csatlakoztak a fő komponenshez.

Az 1. ábra egy hálózat pillanatképét mutatja egy szimulációnál, ahol N=250 csúcs van, 
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=0.01, 
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 =5  és 
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=5. Sok érdekes tulajdonsága van ennek a hálózatnak. 
Először is a klaszereződési-együtthatója C
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. Egy ugyanannyi élű és csúcsú normál gráf esetén a klaszereződési-együttható nagyjából 
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=0.02.  
Vagyis a modellünk reprodukálja a valódi társadalmi kapcsolathálók erős klasztereződési-együtthatóját. Ez nem meglepő, hiszen ebben a modellben a hálózat evolúciójának elsődleges mechanizmusa, azon emberek találkozása, akiknek sok közös barátjuk van, nyilván erős klasztereződéshez vezet. Mindazonáltal az eredményeink demonstrálják, hogy ilyen mechanizmusok klasztereződést tudnak produkálni a társadalmi kapcsolathálókban.
A modellünk egy kevésbé triviális eredménye a tisztán definiált közösségek kialakulása.

Ahogy az 1. ábra mutatja, a hálózaton belül csúcs-csoportosulások vannak, melyeken belül nagyon sűrűk a kapcsolatok, de a csoportosulások közt kevés a kapcsolat. A legtöbb ilyen közösség összekapcsolódik egy nagy összefüggő komponensben, de egy kevés közösségnek nincs kapcsolata a gráf fő komponensével (az ilyen szigetek léte a modell paramétereinek megválasztásán múlik).  

A közösségi struktúra kvantitatív vizsgálatának egy módja, hogy a hálózat minden csúcs-párjához egy „kapcsolat-erősséget” rendelünk, majd megvizsgáljuk a gráf komponens struktúráját, ahogy egy élek nélküli gráfból kiindulva élek keletkeznek a csúcs-párok közt, az erejük csökkenő sorrendjében. Itt úgy használjuk ezt a módszert, hogy a kapcsolat erőssége a csúcs-pár közti különböző utak súlyozott összege, ahol a rövidebb utak nagyobb súllyal szerepelnek, mint a hosszabbak [26].  (A figyelembevett utaknak vagy csúcs-függetlennek, vagy él-függetlennek kell lenniük, noha máshol a csúcs-független utakon alapuló kapcsolat-erősségeket lettek figyelembe véve [27].) 
Hogy vizualizáljuk a közösségi struktúrát, amit ez a kalkuláció eredményez, egy hierarchikus fát rajzolunk, ami megmutatja a komponensek kialakulásának és összekapcsolódásának sorrendjét. A társadalmi kapcsolatháló analízisben gyakran használnak ilyen fákat, és időnként „dendogram”-nak [28,29] nevezik őket. 

A 2. ábra a modellünk által, az 1. ábra paramétereivel, generált hálózat hierarchikus fáját mutatja. A fa erős közösségi struktúrát mutat a hálózatban: már korán jelentős összefüggő komponensek alakulnak ki a klasztereződési folyamat során (lejjebb a fában), és későig kitartanak (magasabban).  Ezzel ellentétben, egy véletlen-gráf tipikus hierarchikus fája néhány kis komponens kialakulását mutatja a folyamat korai szakaszában, de ezek rövidesen egy óriás-komponensbe tömörülnek, és a további élek csak arra szolgálnak, hogy az egyéni csúcsokat az óriás-komponenshez kapcsolják. A 2. ábrán látott erős közösségek hiányoznak a véletlen-gráfnál. A közösségek kialakulása természetesen a valós társadalmi kapcsolathálókban is megfigyelhető, de nem volt szempont a modellünk terezésénél. Mindenesetre meg tudjuk magyarázni a modell dinamikájával, a következőképp. Ha a hálózatunk növekedése során egy terület alakul ki, ahol a csúcsok közt az átlagosnál magasabb a kapcsolatok sűrűsége, akkor több olyan csúcs-pár lesz a területen, melyeknek van közös barátjuk. Ezért az új barátságok preferenciálisan ezek közt a párok közt alakul ki, és a kapcsolatok sűrűsége még nagyobb lesz ezen a területen. A hálózatsűrűség kis kezdeti fluktuációi magjai lehetnek a szorosan összekapcsolt közösségek növekedésének.
Modellünkben a közösségek önfenntartó struktúrák. A közösségeken belül sok párnak szükségszerűen van közös barátja, így a közösségeken belül magas a „barátság-háromszögek” aránya.(A klasztereződési-együtthatót az ilyen háromszögek sűrűségeként is lehet definiálni [31].) Modellünkben a háromszögek önfenntartó struktúrák. Egy háromszög minden csúcs-párjának van közös szomszédja a harmadik csúcs személyében, ezért minden pár csúcsai sokkal gyorsabb ütemben találkoznak, mint a véletlenszerűen kiválasztott csúcs-párok. Így mindegyik, egy háromszöghöz tartozó, csúcs-pár közti kapcsolat, ismétlődően megerősödik.  Ez azt jelenti, hogy a közösségen belüli éleknek átlagosan hosszabb az életük, mint a közösségek közti éleknek, a közösségi struktúra közös barátságokra épül, és segít is fenntartani azokat. 
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2. Ábra. Hierarchikus fa, vagy dendogram, amely egy N=250 , 
[image: image40.wmf]k

=0.01, 
[image: image41.wmf]b

=5 paraméterekkel rendelkező hálózat közösségi struktúrát mutatja. Ebben az esetben megkülönböztettük a különálló közösségeket aszerint, hogy a legrövidebb összekötő-útjuk a fában rövidebb-e egy kijelölt küszöbnél, amit a vízszintes pontozott vonal jelez, és a komponenseket úgy különítettük el és színeztük be, hogy illusztrálják ezt a megkülönböztetést. A küszöbértéket egy a komponenseken belüli él-sűrűségen alapuló kritérium alapján választottuk, ahogy azt [26] referenciában le van írva.
. 
3.2 A modell más viselkedései 
A fent leírt viselkedés a paramétertér nagy területére jellemző az első modelltől.  Mindazonáltal a paraméterek extrém értékei esetén más viselkedések tapasztalhatók, legtöbbjük meglehetősen különbözik a valós társadalmi kapcsolathálóknál tapasztaltaktól.
Vegyük például azt az esetet, mikor a 
[image: image42.wmf]k

 bomlási-ütem nagyon lassú, vagy nagyon gyors. 
A 3. ábra mutatja a C klasztereződési-együttható időbeli változását 
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=0.001-es és 
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=20-as szimulációknál. Nagyon lassú bomlással (felsős panel az ábrán) a kialakult kapcsolatok nagyon kis mértékben bomlanak, mielőtt a csúcsaik ismétlődő találkozásai újra megerősítik őket. Ezért a kapcsolatok ritkán szűnnek meg, és a hálózat fejlődése stagnál. Magas klasztereződési-együtthatót kapunk, ahogy az ábra is mutatja, de szinte semmi fluktuációja sincs az idő függvényében, mert a hálózat topológiája nem változik. Ez nagyjából megfelel a Watts modell viselkedésének [23]. 
A kapcsolatok nagyon gyors bomlása megakadályozza a tartós barátságok kialakulását, olyan hálózatot eredményezve, amely alapvetően egy véletlen-gráf, klasztereződés és közösségi struktúra nélkül (a 3. ábra alsó panelje).
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3. Ábra. A klaszteresedési-együttható az idő függvényében, 
[image: image46.wmf]k

=0.001-nél (fent) és 
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=20-nál (lent). Az első esetben a klaszteresedési-együttható magas, de alig fluktuál, mert a hálózati topológia szinte változatlan. A második esetben nagyobb a fluktuáció, de C értéke alig emelkedik egy ugyanannyi élű és ugyanakkora élsűrűségű  véletlen gráf azonos értéke fölé. (C értéke 0.019 lenne a megfelelő véletlen gráfban)

E két szélsőség közt változtatva a paramétereket, enyhe változásokat kapunk az alapvető viselkedésben, ahogy azt a 3. fejezetben tárgyaltuk. Például az 1. ábrán szorosan összekapcsolt közösségek kialakulását láttuk, melyek közül néhány izolálódhatott a gráf többi részétől. Az, hogy meddig tart ki az izoláció, a 
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bomlási paraméteren múlik, valamint a 
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 paraméteren, ami annak a valószínűségét adja, hogy két, közös ismerős nélküli ember találkozik. Ha 
[image: image50.wmf]k

-t emeljük, a barátságok gyorsabban bomlanak, ezért néhány csúcsnak lehetősége lesz további éleket fogadni. És ha 
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 elég magas, akkor időnként élek alakulnak ki a gráf két izolált komponense közt. Ha egy ilyen él létrejött, akkor más, közös szomszéddal rendelkező, csúcs-párok is léteznek a két komponensben, ezért még több él alakul ki gyorsan a két komponens közt. 
De vegyük figyelembe, hogy amint feljebb láttuk, a magasabb 
[image: image52.wmf]k

bomlási ütem alacsonyabb klasztereződési-együtthatóhoz vezet, valójában a klasztereződési-együttható csökkenése tisztán látható, mikor két közösség összeolvad a gráfban (lásd a 4. ábrát).

Vagyis úgy tűnik, hogy a belül kevésbé szorosan összekapcsolt közösségek (alacsonyabb C), megengedik azt, hogy a különálló közösségek közt könnyebben alakuljanak ki kapcsolatok.

A
[image: image53.wmf]b

 hőmérséklet paraméter értékét is változtathatjuk. A
[image: image54.wmf]b

 növelése nagyobb rugalmasságot enged egy csúcs fokszámát illetően, a csúcs könnyebben vehet fel további élt. Ha 
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 -t csökkentjük, miközben a többi paraméter nem változik, azt találjuk, hogy a gráf alap közösségi struktúrája nagyjából  változatlan marad, csakúgy, mint a klasztereződési-együttható, de a kapcsolatok mintázata a közösségeken belül folyamatosan változik. Időnként új élek adódnak a csúcsokhoz, és élek szűnnek meg, hogy az átlagos fokszám 
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körül maradjon. De a megszűnt élek nem feltétlenül azok, amelyeket hozzáadódtak a gráfhoz. Az 5. ábrán megmutatjuk, hogyan fejlődött egy ilyen közösségen belül az élek mintázata az egyik szimulációnk során. Úgy látszik, hogy ez a szimuláció egy olyan szituációt utánoz, ahol a közösségek exkluzivitása fennmarad, de a közösségeken belüli barátságok rövidek és alkalmiak, ami egy elfogadható reprezentációja lehet bizonyos típusú társadalmi szervezeteknek. 
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3. Ábra.  . A klasztereződési-együttható az idő függvényében, 
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=0.5, 
[image: image59.wmf]0
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=0.0001, 
[image: image60.wmf]b

=6.67-nél. A hálózat elkülönülő csoportokra válik, amik stabilaknak tűnnek, amíg különböző csoportokhoz tartozó egyének meg nem ismerkednek, ami két csoport összeolvadását eredményezi, csökkentve C-t.
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5. Ábra. Az élek időbeli fejlődése egy komponensen belül, 
[image: image62.wmf]b

= 1.25 , 
[image: image63.wmf]k

= 0.01-nél. A pontozott vonalak jelölik azokat a kapcsolatokat melyek az előző képen még léteztek, és azóta megszűntek. A vastag vonalak az új kapcsolatokat jelölik. Minden új kapcsolat olyan csúcsok közt alakul ki, melyek már eddig is a csoport tagjai voltak.
4. II. MODELL
A tanulmány első felében leirt modellnek számos állítható paramétere volt, és az f és g függvényeknek is végtelen sok formája  lehet.  Noha a nagyszámú, szabadon állítható paraméter lehetségessé teszi a modell rugalmas tanulmányozását, továbbá hogy a modell még precízebben reprezentálja a valós világot, azt találtuk, hogy a modell viselkedései a fent leírt néhány általános osztályra korlátozódnak.  
Ez azt sugallja, hogy fel lehet állítani egy kevésbé barokk modellt, aminek a definíciója és dinamikája egyszerűbb, és mégis megőrzi a legtöbb érdekes viselkedést. Ebben a fejezetben pontosan ezt fogjuk tenni.
Az egyszerűsített modellünk magába foglalja mind a négy döntő fontosságú tulajdonságot, amit a második fejezetben leírtunk, de egyszerűsített formában.

1. Minden egyes, csúcsok közti kapcsolat vagy hiányzik, vagy ott van, és a kapcsolat-erősség fogalma többé nem létezik. A kapcsolat-erősség 3. fejezetbeli exponenciális csökkenését felváltja egy konstans, időegység szerinti valószínűsége annak, hogy egy kapcsolat eltűnik. Vagyis a kapcsolatok bármely kezdeti csoportjából, t idő múlva a kapcsolatok 
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-en része marad meg, ha más folyamatok nem zajlanak.
2. A „találkozások” egyén-párok között r ütemben fordulnak elő, ahol r lineárisan függ a közös barátok számától, r=
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. Ha egy pár találkozik, és nincs még köztük kapcsolat, akkor új kapcsolat alakul ki köztük, hacsak egyiküknek nincs már 
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 kapcsolata. Más szavakkal, 
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 szigorú felső korlátja az egyes csúcsok lehetséges fokszámainak, a korlát fölött nem lehet több élt hozzáadni.
Nemcsak fogalmilag sokkal egyszerűbb, mint az első, de ezt a modellt szimulálni is egyszerűbb. Ahelyett, hogy egy bonyolult és kényelmetlen folyamatos-idő szimulációs módszert kéne használni, a modellt direkten lehet szimulálni az alábbi algoritmust használva. 
Legyen 
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, a hálózat csúcs-párjainak száma.

Legyen 
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a létező élek száma, ahol 
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 az i-edik csúcs fokszáma. 
És legyen 
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 a hálózatban található csúcs-párok közös szomszédjainak teljes száma. 
1. Minden idő-lépésben 
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 csúcs-párt választunk ki egyenletesen véletlenül a hálózatban, hogy találkozzanak. Ha olyan pár találkozik, akiknek nincs már létező kapcsolatuk, és egyiküknek sincs maximális számú 
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 kapcsolata, akkor új kapcsolat létesül köztük.
2. Minden idő-lépésben, véletlenszerűen kiválasztunk 
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 csúcsot, 
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-el arányos valószínűséggel. Minden kiválasztott csúcshoz véletlenszerűen kiválasztunk egy párt a szomszédjai közül, hogy találkozzanak, és kapcsolatot alakítsanak ki, ha nincs már létező kapcsolatuk, és egyiküknek sincs maximális számú 
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 kapcsolata.  
3. Minden idő-lépésben kiválasztunk 
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 csúcsot, 
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-vel arányos valószínűséggel. Mindegyik kiválasztott csúcsnak kiválasztjuk egyenletes valószinnűséggel véletlenül egy szomszédját, és töröljük a kapcsolatot ezzel a szomszéddal.
Egyszerű meggyőződni róla, hogy e lépések ismétlése szimulálja a fenti modell dinamikáját. 
A hálózatot inicializálásánál élek nélkül kezdünk, és a két első lépést futtatjuk (kapcsolatok hozzáadása), a harmadik nélkül (kapcsolatok felbontása), amíg mindegyik, vagy a legtöbb, csúcs fokszáma 
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 nem lesz. Aztán mindhárom lépést használjuk a szimuláció hátralevő részében. 
A 6. ábra egy minta hálózatot mutat ennek a modellnek a szimulációjából, N=250, 
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=0.0005, 
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 =2 (kb. 4850 pár idő-lépésenként) 
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=0.005, 
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=5 paraméterekkel.

Csakúgy, mint az első modellünknél, itt is tisztán felismerhető közösségek vannak a hálózatban, legtöbbjük összeköttetve egy óriás-komponensben, noha vannak olyan komponensek, amik belül jól össze vannak kapcsolva, de nincs kapcsolatuk a gráf többi részével. A 
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 és az 
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 értékét úgy választottuk meg, hogy a közös barátokon alapuló barátságok időben stabilak, ha fel is bomlanak, valószínűleg hamar újra köttetnek. Ez a mechanizmus váltja fel az első modell újra-megerősítési mechanizmusát. 

De mindig van valamennyi valószínűsége, hogy a felbomlott kapcsolatok nem köttetnek újra, és helyettük más kapcsolatok jelennek meg, lehetővé téve a hálózati struktúra időbeli fejlődését, a paraméter értékek által meghatározott ütemben.
A 6. ábrán mutatott hálózat szintén magasan klasztereződött,  C=0.53 a klasztereződési-együtthatója, a megfelelő véletlen-gráfnál C=0.02 lenne az érték. 
A legtöbb viselkedésfajta, amit az első modellünknél láttunk, reprodukálható a második modellel is, a paraméterek megfelelő megválasztásával. Például, a 
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 bomlási paraméter szélsőségesen magas vagy alacsony értékei, vagy erősen fluktuáló struktúrákhoz vezetnek, ahol a klasztereződés nem különbözik észrevehetően a véletlen-gráf klasztereződésétől, vagy erősen klasztereződött gráfokhoz, amik stagnálnak és alig fejlődnek. 
Más paraméter változások hatással lehetnek a sziget közösségek stabilitására a gráfban hosszú periódusok alatt, vagy megváltoztathatják a közösségeken belüli kapcsolat minták változásának ütemét. 
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6. Ábra. Hálózati struktúra, melyet a második modellünk egyik futtatása eredményezet. A parméterek a következők voltak: N=250, 
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=0:0005, 
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=2 (kb. 4850 pár idő-lépésenként),  
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=0:005, 
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=5.

5. Befejezés
Megállapithatjuk, hogy nagyon egyszerű szabályok komplex, és intuitíven értelmes, társadalmi kapcsolatháló struktúra- és fejlődési-mintákat eredményezhetnek.  
Továbbá e minták általános formáját nem befolyásolják erősen a szabályok mikroszkopikus részletei, ezért a legtöbb érdekes viselkedés reprodukálható egy erősen egyszerűsített modellel, ami nyilvánvalóan nem egy realisztikus reprezentációja a valódi társadalmi viselkedéseknek. 
Az elfogadható hálózatok produkálásához szerintünk három kritikus tulajdonság megléte szükséges:

1. Az egyén-párok közti találkozások, melyek a barátságokhoz vezetnek, üteme magas, ha a párnak van egy vagy több közös barátja, különben alacsony. 
2. A barátság felbomlása olyan párok közt, akik már nem, vagy csak ritkán találkoznak.
3. Felső korlátja (szigorú vagy enyhe) van annak, hogy egy egyén hány barátságot ápolhat.
Ezek a szabályok meglehetősen különböznek azoktól, melyeket más területeken, mint pl. a WWW-nél, használnak a gráfok fejlődésének modellezésére.

Úgy tűnik, hogy a WEB fejlődését a preferenciális-kapcsolódás (a sok éllel rendelkező csúcsok gyorsabb ütemben növelik éleik számát, mint a kevés éllel rendelkező csúcsok) dominálja, ezzel szemben mi arra a következtetésre jutottunk, hogy a társadalmi kapcsolathálók növekedését a jövőbeli barátok közös barátok általi bemutatása egymásnak dominálja. Ezért a két eset eredményeként keletkező gráfok szinte mindenben különböznek egymástól. A preferenciális-kapcsolódás hatványfüggvény szerinti fok-eloszlású gráfot eredményez, miközben a fokszám-korlát, amit a társadalmi kapcsolathálóknál használunk, egy erősen csúcsos eloszlást ad. Míg a preferenciális-kapcsolódással növelt gráfok csak árnyalatnyival magasabb klasztereződési-együtthatót mutatnak, mint a megfelelő véletlen-gráf, addig a mi társadalmi kapcsolatháló modelljeink nagyon magas klasztereződési-együtthatót mutatnak, hasonlóan a valós társadalmi kapcsolathálókhoz. És amíg a WEB, és hasonló hálózatok, struktúráját a gyors növekedésük dominálja, addig a mi társadalmi kapcsolathálóink struktúráját a kapcsolatok állandó átrendeződése, a már létező csúcsok közt, dominálja, és az új csúcsok hozzáadása nem játszik nagy szerepet. 
De talán a modelljeink legérdekesebb tulajdonsága az, hogy az általuk generált hálózatok közösségi struktúrát mutatnak: vannak csúcs-csoportok, melyek tagjai közt számos kapcsolat van, és a csoport tagjainak kevés kapcsolata van a csoporton kívüli csúcsokkal. 

Bizonyos paraméter értékeknél ezek a közösségek teljesen szeparálódnak, és egyáltalán nincs köztük kapcsolat. A közösségek képződése természetesen a valós társadalmi kapcsolathálókra is jellemző, és érdekes látni, hogy egyszerű lokális növekedési szabályok is közösségek kialakulásához vezethetnek. Nem tudunk olyan tanulmányról, ami kimutatta volna ilyen közösségek létezését preferenciális-kapcsolódási modellek esetén. Érdekes, hogy a WWW mégis közösségi struktúrát mutat [32]. Lehet, hogy a WEB növekedésének egy realisztikusabb modellje magába kéne foglaljon néhány további, a mi modellünkben használtakhoz hasonló, elemet, hogy teljesen visszaadja a közösség formálódást is.
Ez a tanulmány csak egy kezdeti kísérlet a társadalmi kapcsolathálók fejlődési struktúrájának modellezésére. A további vizsgálatoknak sok lehetséges iránya van. Felmerülhet, hogy nincsenek-e további mechanizmusai a hálózatnövekedésnek, melyeket kihagytunk a jelenlegi modelljeinkből, vagy hogy a legegyszerűbb modellünk is komplikáltabb-e mint kéne. 
Lehet, hogy nincs szükség mind a három alapszabályra? Hasznos lenne, ha pontosan értenénk, hogyan viszonyulnak egymáshoz a modell paraméterei, milyen a fázis diagramm struktúrájuk e modelleknek. És meg lehet-e analitikusan közelíteni ezeket, vagy hasonló, modelleket? Hasznos lenne, ha approximációs, vagy egzakt, analitikus kalkulációkkal értelmezni tudnánk a szimulációinkban látott kvalitatív viselkedéseket.

Reméljük, hogy az itt megtett első lépések bátorítani fognak másokat arra, hogy mélyrehatóbban megvizsgálják ezeket a kérdéseket. 
A szerzők köszönetet szeretnének nyilvánítani Cris Moore-nak és Dun-

can Watts-nak a hasznos és élvezetes beszélgetésekért. Ezt a munkát részben támogatta a National Science Foundation és az Intel Corporation.
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