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Bevezeto

Dolgozatomban az 6kori gorog matematikaval, illetve annak torténetével kapcsolatban
felmeriilt két vitat vizsgalok meg. Az egyik vita kiemelkedd matematikatorténésziink,
Szabé Arpad munkassagihoz kapcsolodik, s a ’70-es években bontakozott ki. A
masodik vitat Sabetai Unguru izraeli torténész-tudomanytorténész cikke inditotta el
1975-ben, 1979-ben pedig mar lezajlottnak tekinthetjiik.

Attekintem a korabeli gérog matematika fobb ismérveit, valamint felvetédd két kérdést,
melyekbdl a dolgozatom kozéppontjaba helyezett két vita kibontakozott.

Elséként a Szabd Arpad-féle vitat vizsgalom meg, mely a gorog matematika deduktiv
tudomanny4 valasanak és axiomatizalasanak kivaltd okait és koriilményeit taglalja.
Masodikként az Unguru-féle vitdt mutatom be, mely a geometria térhoditasat, illetve az
algebra geometrizaldsasanak elméletét jarja korbe.

Ezenkiviil 0Osszehasonlitom a két vita lefolyasat, kiemelve a koztilk fennalld
hasonlosdgokat. Ennek érdekében tobb szempontbol is koriiljarok egy-egy felmeriild
kérdést, ismételten visszatérve ra a kiilonboz6 megkozelitésekkel.

Végiil megvizsgadlom a vitak gerincét képezd irasok nem pusztan tartalmi, hanem
stilisztikai jellegzetességeit 1is, ezaltal ravilagitva azok esetleges Osszefiiggéseire

fogadtatasukkal és az elméletek utdéletével kapesolatban.

Torténeti attekintés, a gorog matematika fobb ismérvei

Az Okori gorogoket sokdig a matematika megteremtdinek tartottdk. Dontd valtozas
kovetkezett azonban be akkor, amikor kideriilt, sok mas okori kultura is rendelkezett
mar abban a korban a gorogok altal birtokolt felismerésekkel. A babiloniak, az
egyiptomiak ¢és a kinaiak is mar évszdzadokkal a gorogok eldtt birtokaban voltak egy
olyan jelentds tudasnak, melyek létrehozasat sokdig a gorogok érdemének tekintették.
Szamos matematikai témaju iras is 1étezett mar ekkor (példaul a kinai Kilenc fejezet a
matematikarol), valamint a gérogok altal rendszerezett tudas gyakorlati alkalmazasok,

empirikus ismeretek formajaban kozismert volt.



Ez természetesen nem jelenti azt, hogy a gorogok ne alkottak volna valami ujat, valami
,forradalmit”. Bar rendelkezésiikre allt az emlitett kultirdk tudasanyaga, mégis egészen
masképpen alltak hozzd ezekhez a matematikai tapasztalatokhoz. A matematika nem
fejlodott tovabb egyenesen, ugyanakkor visszaesésr6l sem beszélhetiink. Erre az
idészakra tehetd ugyanis a matematika deduktiv, levezetd, bizonyitd tudomannya
valasa. Meglepd ez a fordulat akkor, amikor nagy mennyiségii empirikus ismeret allt
rendelkezésiikre modszerek, eljarasok, afféle ,,receptek” formdjaban. Tudjuk, hogy ez a
,»bizonyitasi vagy”, ,mindent mindenaron bizonyitani akards” nagyon is tudatos és
elterjedt gyakorlat volt a kor gérog matematikusai kozott.

Mégis miért meriilhetett fel az oOkori gordgokben a bizonyitasra, az ilyen jellegi
bizonyossagra vald igény? Ezt a kérdést egyelére nyitva hagyom, sok mdas hasonld
problémaval egyiitt kereslink majd ra valaszokat.

A bizonyitasok ¢és levezetések soran mar tudatos axiomatizéaldssal taldljuk szembe
magunkat. A gorogok felismerték, hogy a matematikat ilyen, mindenki altal igaznak
elfogadott allitasokbol kell levezetnilik, és ezaltal azt minden kétséget kizardan
megalapozhatjak.

Felmeriil a kérdés: vajon honnan tudhattdk ezt? Honnan tudtdk a kor matematikusai,
hogy sziikség van ilyen kijelentésekre? Ezen kérdés-, illetve problémakorrel foglalkozik

a Szabo Arpad altal elinditott vita (4nfiinge der griechischen Mathematik. Bp., 1969.)

A masik jellegzetesség, ami feltiinhet a korabeli matematikai konyvek olvaséasakor,
hogy a gorogdk matematikai tudasa tilnyomoérészt geometriai ismeret volt. A mai
felfedezni ezen irdsokban, példaul az (a+b)’=a’+b’+2ab Gsszefiggés igazolasat is
,belelathatjuk” egy geometriai tartalmu allitds bizonyitasaba. A fogalmazas szandékos:
egyelére még nem allithatjuk, nem tudhatjuk biztosan, hogy itt valoban egy geometriai
példaval allunk szemben, vagy pedig egy geometriai formaba Oltoztetett algebrai
allitdssal. Ezen, geometriai Uton szemléltetett Osszefiiggések az esetek dontd
tobbségében valdban felfoghatok bizonyos masod- és magasabb fokl egyenletekként,
illetve ilyen formaba irhatok. Ez persze nem biztos, hogy egyértelmiien azt is jelentené,
hogy a geometria csupan egy eszkdz, egy masik, taldn szemléletesebb nyelv a

problémak megragadasara. Bar a gorogoket megel6z6 kultardk igen fejlett aritmetikai



ismeretekre tettek szert, és a gorogség mindezt atvehette, korantsem egyértelmii az,
hogy ezen felismeréseket a gorogok ,,geometriai ruhdba” oOltoztették, vagy inkabb a
geometria miivelése soran olyan példdkhoz jutottak, melyek ily moédon nagy
hasonldsagot mutattak a mar meglévo aritmetikai-algebrai 0sszefiiggésekkel.

A vitdk soran leggyakrabban Euklidész Elemek cimii miivébdl szarmazo példakkal
talalkozunk majd, ugyanis ez a rendelkezésre allo, az Okori gorogok matematikai

ismeretanyagat rendszerezett, 0sszefoglalt formaban megdrokitd korabeli forrés.

A két vita problémafelvetése

Axiomatizalas, levezetés, bizonyitas

Emléksziink még a felvetett kérdések elsé csoportjara, mely az axiomatizalds és a
levezetd tudomany megsziiletése koré csoportosult:

Hogyan, mikor és miért lett a gorogoknél a matematika deduktiv tudomannya?

Hogyan és mikor jottek rda, hogy a matematika egésze be nem bizonyitott allitasokra
épiil?

Hogyan fedezték fel, hogy elso alapelveiket nem sziikséges bizonyitaniuk?

Ezeken kivill természetesen mdas probléméak is szorosan ehhez a kérdéskorhoz
kapcsolodnak:

A sokat vizsgalt indirekt bizonyitas modszerének kialakuldsarol, hasznalatarol, illetve
hasznalatanak feltételeirdl is sz6 lesz. Ugyanakkor ezen modszer filozofiai, logikai
hattere is fontos, eredetének feltarasa kozelebb vihet az ,eredeti” kérdések
megvalaszolasahoz. Az ellentmondasra visszavezetés modszere ugyanis egyértelmiien
logikai tartalom fontossagat jelzi, a matematika ilyen megalapozasanak vizsgalatat tehat

bizonyos szempontbol a logika korabeli rekonstrukcidja is segitheti.

Geometria, geometrizalas

A masodik kérdéskor a geometridt, illetve a geometrizalas kényes kérdését érinti:



Valoban algebrai-aritmetikai ismereteket fogalmaznak meg ezek a geometriai formaban
kimondott tételek?

Vagy a kérdeses felismeréseknek nincs is semmiféle mas “mogéttes” tartalma, pusztan
geometriai?

Kell-e, szabad-e a geometriai Osszefiiggéseket esetlegesen szimbolikus, algebrai
alakban is felirni, megfogalmazni egy masik nyelven?

Ezen kérdések megvalaszoldsdban segit az Okori gordgok matematikai irdsainak
vizsgalata. Sokszor tdmaszkodunk majd mi is Euklidész: Elemek cimli munkéjara, mint
a korabeli matematikai ismeretek megbizhato, rendszerezett 6sszefoglalasara.

A ,,geometriai algebra” vizsgéalatanak szempontjabol fontos momentum az irracionalis
mennyiségek, az inkommenzurabilitds problémadja, az 6sszemérhetetlenség kezelése. Ez
ugyanis a gorogok akkori szamfogalma szerint nem volt megfoghato, aritmetikailag
nem tudtadk kezelni, azonban geometriailag mégis szemléltetheté — ezt 6k maguk is
észrevették. Ez a probléma a geometridban meglehetésen sokszor mertl fel, néhany

gyakori eset ezek koziil:

- anégyzet oldala és atlgja kozotti arany meghatarozasakor

- adott négyzet teriiletének megkettdzésekor a két négyzet oldalanak, illetve azok
aranyanak meghatarozéasanal

- adott kocka térfogatanak megkettézésekor szintén nem szerkeszthetd meg
eulklideszi eszk6zokkel a nagyobb kocka ¢lhossza, hasonloképpen ,,nem foghat6
meg”’ a két ¢lhossz kozotti arany sem

Az négyzet oldala és atlgja kozti arany meghatarozasa, valamint a négyzet teriiletének
megkettdzése természetesen kozel dallnak egymdshoz, azonban ezek kiilonallo
problémaként mertiltek fel.

Az aranyszamok alkalmazasaval a gordg matematika szamos Osszefiiggése felirhato
masod-, vagy ritkdbban magasabb foku egyenletekkel. Ezek az ,.atalakithato™ allitasok
szolgaltak azon nézet alapjaul, miszerint a gordg geometria valdjaban algebrai
ismeretek reprezentaldsa geometriai eszkozokkel, s mi tobb: ez a geometria
tulajdonképpen nem mas, mint az algebra geometriai kontosbe torténd ,,bedltoztetése”.
Felvetddik tehat a kérdés, hogy milyen mértékben szabad ,,hozzanyllni” ezekhez a

felismerésekhez, illetve azok forméajahoz.



A gorogok egyik kedvelt problémaja volt a teriiletek egymasba alakithatosaganak
vizsgélata. Ez a problémakor is a fentebb mar emlitett Osszefiiggésekkel all szoros

kapcsolatban.

A vitak vizsgalata

Az elso vita:

»Hogyan lett a matematika deduktiv tudomannya?”

Ennek megvalaszolasara szamos eltérd elképzelés latott napvilagot. A legérdekesebb
kérdés az, hogy mi volt az a bizonyos kivaltdé ok, ami miatt megvaltozott a
matematikahoz vald hozzaallas, miért kellett megvaltoztatni az addig bevett modszert.

Bartel Leendert van der Waerden arra valaszol, hogy miért lehetett a gorogok célja a
matematikai bizonyitds ,megalkotdsa”, miért érezhették sziikségét az egzakt
matematika, ¢és ezaltal pedig a preciz, levezetd bizonyitasok megalkotdsanak.
Elgondolasa szerint éppen azért, mert rendelkezésiikre allt a tobbi oOkori kultara
matematikai témaji ismeretanyaga, ugyanis egyes felismerések, modszerek
kultiranként néhol eltéréek voltak. Esszeriinek tinik ilyen esetben, egymaésnak
ellentmond6 tényekkel talalkozva, hogy modszert keresiink annak eldontésére, hogy
vajon melyik lehet a helyes. Tekintsiik példaul a kor teriiletének kiszamitasara
alkalmazott modszereket, ahogy maga van der Waerden is teszi! Az egyiptomiak a kor
atmérdjének 8/9-szeresének négyzetével hatdroztdk meg, mig a babiloni modszer szerint
a sugar négyzetének haromszorosaval egyenld. Lathato, hogy a két eredmény igen jo
pontossaggal kozeliti a tényleges aranyt a kor sugaranak négyzete és a kor teriilete
kozott. Valoszintsithetd, hogy a gyakorlatban nagyon jol miikddhetett mindkét
modszer, azonban tudjuk azt is, hogy egyik helyen sem volt cél az aprolékos, preciz,
levezetés. A két modszer tehat a gorogdknél keriilt szembe egymadssal: a sugar
négyzetének 256/81-szerese, illetve 3-szorosa koziil nyilvan legfeljebb csak az egyik
lehet helyes. Valoban lehetséges, hogy ez motivalhatta az 6gorég matematikusokat a
kor teriiletének pontosabb meghatdrozdsdra. Azonban hamar felvetddhet a kérdés:

valoban megindokolja ez a magyarazat a rajuk jellemzd ,,mindent mindendron



bizonyitani akarast?”. Elég akéar az Elemeket tekintenilink, és szembetlinik, hogy a
kozismert €s vitathatatlan tényeket is bizonyitani akartdk. Az, hogy a matematikat
szigorti axidmakra épitették fel, illetve ezekre vezették vissza, mar nyilvanvaldéan
tulmutat azon, hogy pusztan a téves ismereteket akartak volna kisz{irni. Ezzel tehat nem
indokolhatjuk meg ilyen ,,egyszeriien” a gorog matematikusok motivaciojat.

Kurt von Fritz mar egészen mas iranybodl kozeliti meg ezt a kérdést. Vélekedése szerint
a bizonyitando tételek igazolasahoz utolag kereshettek megfeleld premisszékat, vagyis
ezekre az ,,egyszerli” (vagy ,,egyszeriibb™) allitdsokra vezették vissza a ,,bonyolultabb”
tételeket. Valoban, a matematika az allitasokat a mar elfogadott premisszékra vezeti
vissza, illetve ezekbdl a premisszakbol vezeti le a tételeket. Von Fritz ezenkiviil felhivja
a figyelmet a dialektika (itt ezen a ,,vitatkozas miivészetét” értjiik) €s a matematika ilyen
moddszereinek parhuzamara. A vitdk soran ugyanis azt az allitast, amit igazolni akarunk,
hasonloan vezethetjiik vissza: a bizonyitand6 allitashoz keressiik tehat a premisszakat,
melyeket a vitapartner is elfogad, majd innen ,,visszafelé¢” épitve igazolhatjuk az eredeti
allitdsunkat. Teljességgel lehetséges tehat, hogy sok tétel bizonyitasahoz hasonléan
jutottak el az 0kori gérog matematikusok, ugyanakkor szamos tételt megkaphattak ugy
is, hogy az eredmény egy levezetésbdl vagy bizonyitasbdl ,,sarjadt”, nem keresték
kifejezetten. Egyébként von Fritz elgondolasat tdmasztja ala az is, hogy Arisztotelész
mar kifejezetten a matematikara hivatkozik, amikor a ,,bizonyitdé tudomanyok-rol ir.
Von Fritz ezzel ugyan nem ad explicit valaszt arra a kérdésiinkre, hogy miért és mikor
lett a matematika deduktiv tudomannyd, azonban rairanyitja figyelmiinket a
matematikai bizonyitas és a dialektika altal alkalmazott bizonyitasi modszer kozotti

parhuzamokra.

Szabo Arpad vitaba szall a mar meglév elméletekkel:

Van der Waerden elképzelését nem itéli jelentds eredménynek a kérdés
megvalaszolasara tett kisérletben, ugyanakkor elismeri, hogy az 4ltala felvetett
motivacido kezdetben kétségteleniil jelen lehetett, mint a bizonyitasra vald torekvés
egyik kivaltdé oka. Von Fritz dialektikdra alapozo elméletét elfogadja, azonban a
deduktiv matematika kialakulasanak lehetséges okairdl joval tobbet mond Szabd Arpad

magyarazata.



Az elmélet szerint az eleai filozofiai iskola tanitdsaibdl eredeztethetjilk nem csak a
is, az eleatdk hatdsara vélhatott tehdt a matematika olyan deduktiv tudoménnya,
amilyennek ma is ismerjiik.

Két kérdésre keressiik a valaszt: Mikortol és honnan tudtdk a gérdg matematikusok,
hogy be nem bizonyitott allitdsokra kell felépiteniiik a matematika egészét?

Platon mar az Allam cimii miivében leirja, hogy a matematikaval foglalkozok alapul
vesznek bizonyos dolgokat, mint példaul a parosat, a paratlant, a szogek kiilonbozd
fajtait. Ezekrdl nem adnak szamot és nem is gondoljak, hogy barkinek is szamot kellene
adniuk roluk. Arisztotelész is ramutatott, hogy minden tudomanyt ilyen
bizonyithatatlan, mégis igaz alapallitdsokra kell felépiteni. Ezzel vélaszt kaptunk az elsd
kérdésre: a gorogok mar az idészamitasunk eldtti IV. szézad elején tudhattak, hogy a
matematika megalapozasahoz ilyen be nem bizonyitott allitadsokra van sziikség.

Az eleai dialektikara vezeti vissza Szabé Arpad a matematika axiomatizalasat is, e
tekintetben az elmélete hasonlésdgot mutat von Fritz elképzelésével. A vitdk soran
ugyanis az a fél, aki be akart bizonyitani egy allitast, olyan érvelést kellett, hogy
hasznaljon, melynek minden 1épését a masik fél elfogadja. Ennek felépitéséhez pedig
sziikség volt olyan allitdsokra, melyeket mindketten igaznak fogadnak el és melyekre az
érvelés tovabbi részében tdmaszkodni lehet. A dialektika és a matematika hasonlo
terminusainak részletes filologiai elemzése soran ramutat ezek Ilehetséges, sot,
valoszintisithet 1étrejottére. Ezen terminusok, példaul az aitéma és a hypotheseis
jelentését és funkciojat is behatarolja. A hypotheseis sz6 példaul feltevést, illetve
»alatétet” jelent, olyasmi, melyre, mint alapra a késdbbiekben épithetiink. Ugyanez a
sz6 szolgal a matematika alapjaul vett definiciok, posztulatumok és axidmak jelolésére
feltevést latszik alatdmasztani, hogy e két tudomany kibontakozasa szorosan 0sszefiigg.
A matematika alapjainak ilyen filozofiai eredete pedig azt mutatja, hogy az a
bizonyossag tehat, melyre a levezetések és bizonyitasok sordn a gérdg matematikusok
torekedtek, az pusztan a gondolatok tjan, az értelemmel, elmélkedéssel megszerezhetd
ismeret.

Az indirekt bizonyitas alkalmazasat ismételten az eleai filoz6fusok moddszerei kozott

talaljuk: Parmenidész tankolteményében igy érvel a , létez6” 1étezése, valamint a



., nemlétezo” nemléte mellett. A bizonyitasi ,,eljaras” lényege, hogy az igazolni kivant 4
allitas helyett a —A4 allitast cafoljuk meg. Az indirekt bizonyitassal ily modon egy allitas
ellentmondasossagat tudjuk igazolni, ami igy, mint ellentmondashoz vezetd kijelentés,
nem lehet igaz. Ha tehat a kiindulo A allitasrol feltessziik, hogy hamis, majd —A4-bodl
kiindulva egy olyan B éllitashoz jutunk, melynek tagadasat mar korabban belattuk,
akkor azt kaptuk, hogy mind 4, mind pedig —4 hamis. De vagy A-nak, vagy —A4-nak
igaznak kell lennie, harmadik lehetdség nincs. Ez a kizart harmadik elve. Ez a felfogas
egyszersmind azt is mutatja, hogy egy kijelentés igazsaganak kritériuma logikailag
pontosan az ellentmonddsmentesség. Az indirekt bizonyitasnak csak igy van ,,értelme”,
csakis ennek tudataban alkalmazhatjuk.

Kalmar Laszl6 jegyezte meg, hogy az indirekt bizonyitasnak tobb mddja ismeretes €s
ezek kozt van olyan, mely nem igényli a ,kizart harmadik™ elvének hasznalatat. Ha
ugyanis az A allitds hamis voltat szeretnénk igazolni, akkor eljarhatunk a
kovetkezOképpen: ha sikeriil 4-t egy olyan B allitasbdl levezeti, melynek tagadasat mar
korabban bizonyitottuk, akkor ezzel 4 hamis voltat igazoltuk. Az indirekt bizonyitas
ilyen formaja pedig valoban nem igényli a kizart harmadik elvének hasznalatat.

Paul Bernays hivja fel a figyelmet arra, hogy a levezetd bizonyitds metodusat mar az
eleai filozofusok tevékenysége (melynek kezdete i.e. 500 kornyékére tehetd) elott is
ismert lehetett, mégpedig Thalész altal, vagyis koriilbeliil egy évszdzaddal korabban. Az
¢észrevétel alapjaul az szolgélt, hogy az a felismerés, amhez a Thalész-kor segitségével
jutunk, bonyolultabb felismerés annal, minthogy levezetések nélkiil, ,.egyszertien

rajohettek” volna.

A masodik vita:

Algebrai geometria — pro és kontra

A masodik vita alapjat képezo ,,algebrai geometria” szemléletének eredete valamivel
korabbra vezet minket vissza: mar a XIX. szdzadban is tobben osztottak azt a nézetet,
hogy az 6gordg matematika geometridja nem mas, mint ,,geometriai algebra”, azaz
algebrai-aritmetikai Osszefiiggések geometriai fogalmakkal és eszkozokkel torténd
kifejezése. Paul Zeuthen és Hieronymus Georg Zeuthen matematikatorténészek szerint

az euklideszi Elemek szamos konyve leginkabb ilyen geometriai algebraként
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értelmezhetd, koziiliik is a I1. és VI. konyveket emelték ki. Maig ezeket tartjadk masok is
a legszebb példaknak az elmélet alatdmasztasara.

Folytatva ezt a gondolatmenetet, Otto Neugebauer, majd késdbb van der Waerden
mindketten azt allitottdk, hogy az ugynevezett gdrdg geometriai algebra tulajdonképpen
nem mads, mint geometriai ruhaba oltoztetett babiloniai algebra. Neugebauer példaul a
babiloni algebra tovabbfejlodését latta a gorogdk matematikdjanak ezen részeiben.

Sir Thomas Little Heath is osztotta az emlitett nézetet. Az Elemek forditojaként irt
magyarazataiban amellett érvel, hogy geometriai formaban mutattdk be az algebrai
Osszefiiggéseket.

Az elmélet hivei kozil néhany jelentésebbet mutattam be, még szamos
matematikatorténészt sorolhatnank fel, ugyanis a gérog geometriat illetéen alapvetden
ez volt az elterjedt nézet.

Sabetai Unguru vitatja mindezt, sot, ennél tobbet is. Hatarozottan érvel amellett, hogy
az Okori gordgség geometridja mogott nincs semmiféle, a matematikatorténészek altal
geometriai algebrdnak hivott algebrai tartalom, pusztan geometriai jelentésiik van és
ilyen értelemben a tartalom nem mutat tul a forman. Elséként azt igyekezett kimutatni,
hogy a gorogoknek egyaltalan nem is volt célja az algebra geometrizaldsa. Szamos
példat sorakoztatott fel, melyekben ramutat, hogy sem maga a probléma, sem annak
kimondasa, kezelése, megolddsa nem mutat til a geometria hatarain. Megkérddjelezte,
hogy a gorog matematikusok egyaltalan gondoltak-e ilyenkor barmi masra, mint
geometriara. Ugyanitt felveti a kérdést, hogy egyaltalan miért lett volna a gérogok célja
az algebra geometrizalasa. Valdban érdekes gondolat: miért nem foglalkoztak ,,nyiltan”
algebraval? Miért kellett volna elkenddzniilik az algebrai gondolatmenetet? Azonban a
meglévo felfogadsban nem ez az egyetlen pont, amit Unguru tamad, mas teriileteket is
erés kritikaval illet. Felhivja a figyelmet arra, hogy milyen veszélyeket rejt magaban
példaul ezen antik szovegek ,leforditdsa”, atirdsa példaul a modern matematika
nyelvére. Tovabba kifejtette azt a nézetét, miszerint a matematika torténetével nem a
matematikusoknak kellene foglalkozniuk. Gondolatmenetébdl arra kovetkeztethetiink,
hogy éppen a matematikusok hibajanak tartja azt, hogy a goOr0g geometriai
felismeréseket sokan a modern matematika szimbolikajaval és fogalmaival kivantak
megragadni. Természetesen szdmunkra egyszeriibb igy gondolkodni roluk, de ez nem

jelenti azt, hogy az 6kori gdérdg matematikusoknak is biztosan igy volt kdnnyebben
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kezelhetd a matematika. Unguru tovabb megy, azt is lehetségesnek tartja, sot
valoszinlsiti, hogy egyaltalan nem is ismerték a matematikai gondolkodas ilyen modjat.
Felhivja a figyelmiinket arra, hogy a gorogdok a hasonld problémdk kezelésekor
alapvetden ardnyokban gondolkodtak ¢és ez a kritikus pont, ami miatt nem alakithatdak
at ezek az Osszefliggések masod-, illetve magasabb foku egyenletekké, holott az
algebrai gondolkodds szamara ez természetes lenne. Bemutat egy példat annak
illusztralasara, hogy az dvatlan ,algebrizalds” nem is mindig vezethet eredményre:
Euklidesz X. konyvébol a 22. tétel geometriai dsszefliggése az algebrai kifejezésekben
gondolkodva szinte semmitmondd. Miért lett volna tehat sziikség ra? Hangsulyozza
tovabba, hogy az algebra maga a modern idok terméke, a XVI-XVII. Szazadban
bontakozott ki igazan, igy a gordg ilyen formaban semmiképpen nem miivelhették. Ezt
meggondolva nem tlinik annyira hihetének, hogy a geometria mogé bujtatott algebra
ilyen sokaig megmaradhatott volna ebben az ,,alruhaban”.

Erthetd tehat, hogy miért fogadta a matematika torténetével foglalkozok tobbsége
megdobbenéssel és felhaborodassal Sabetai Unguru irasat.

Van der Waerden ingeriilt valaszt irt erre a cikkre, melyben nemcsak sajat, de egyuttal
Tannery, Zeuthen és Neugebauer allaspontjat is védi. Hangstlyozza, hogy a vitatott
felismerések mogotti gondolatmenet rekonstrukcidja soran elképzelhetébbnek tartottak,
hogy a probléma nem a geometria, hanem inkébb az algebra teriiletén vetddhetett fel.
Mind 6, mind a szintén reagald Hans Freudenthal és André Weil teljes egészében
elutasitjak Unguru felvetését, inkabb globalisan, mint a kétséges pontokon ingatva meg

azt.

A két vita — mas nézépontbol

Tekintsiink a két vitara egy kicsit més szemszogbol!

A tudomanytorténetirasban ebben az idében jelen levé vita az internalistdk és az
externalistak kozott kétségteleniil megnyilvanul a most vizsgalt két vitdban is. A két,
egymdassal szembenallo fél a tudomany belsd, illetve kiilsd torténetét tartotta
lényegesnek. Az internalista nézetek szerint a tudomany a sajat, belsd ,,torvényei”

szerint fejloédik, a végbementd valtozasok okai sajait magiban a tudomanyban
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keresendok. Az externalista felfogas a kiils6 hatdsoknak tulajdonitja mindezt: gazdasagi,
politikai, tdrsadalmi, 6sszességében irracionalis tényezok eredményének.

A vitdkban résztvevd ilyen nézépontbdl tehat abban allnak szemben egymassal, hogy az
internalizmus ¢és externalizmus koziil ki melyiket tekintik fajsulyosabbnak, kinél merre

billen a mérleg nyelve...

Az elso vita:

A Kkorabeli filozofia hatasa

Az axiomatizalt, deduktiv matematika kibontakozasdnak vizsgalatakor joggal
feltételezhetjilk, hogy a korabeli filoz6fidnak hatédsa lehetett a matematikai
gondolkodasmadd véltozasara, a matematikahoz vald hozzaalldsra. Mivel az euklideszi
Elemek mar a kiforrott, bizonyos tekintetben mar a végleges axiomatizalast tarja elénk,
ezért a szoban forgd szemléletvaltas ez eldtt , vagyis i.e. 300 kovetkezhetett be.
Parmenidész tankolteménye megbizhatéd forrasként szolgal az eleatdk gondolkodasanak
megismerésében.

Az eleai filozoéfiai iskola tanitdsai koziil érdemes kiemelni néhany olyat, melynek koze
lehet a korabeli, illetve valamivel késObbi matematikai gondolkodashoz. A Parmenidész
¢s egyaltalan az eleatdk altal oszthatatlannak tartott ,.egy” gondolata bizonyos
tekintetben a matematikdban is megfogalmazodott: ,,Pont az, aminek nincs része.” -
teriileten alapvetd fontossaggal birt.

Szintén az eleatdk tanitasai kozott talaljuk azt az elvet, hogy a valosdg megismeréséhez,
vizsgalatahoz vezetd két Ut - a tapasztalati, az érzéki, illetve a gondolkodds — koziil a
gondolati uton megszerzett ismeretek vezetnek, az érzékeinkben nem bizhatunk. A
megismerés ilyen absztrakcidja a mindenek felett all6 bizonyossagra vald torekvést
latszik alatamasztani.

Amennyiben elfogadjuk azt a nézetet, miszerint az Okori goérdg matematikaban a
bizonyossagra valo torekvés, illetve a logikai igazsagra valo torekvés ennyire szoros
kapcsolatban allnak, felmeriil a kérdés, hogy a filoz6fidban, illetve a matematikdban
megmutatkozd kozos logikai alap egymadstol fliggetleniil alakult-e ki, vagy pedig az

egyik létrejotte motivalta a masik kibontakozasat?
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Miért meriilt fel a matematika ilyen, logikai és axiomatikus megalapozésara valo igény?

Miért akartak mindendron mindent bebizonyitani?

A masodik vita:

Az algebra ,,keresése” a geometria mogott

Az 6kori gordg geometridrol szolo vitdk soran két jol elkiilonithetd tabor all egymassal
szemben: a ,,geometriai algebra” nézet hivei, valamint azok, akik pusztdn geometriat
olvasnak ki a vitadsnak itélt ismeretanyagbdl. E két oldal alapvetéen abban tér el, hogy a
gordg matematikusok gondolkodasat masképpen itélik meg, illetve mennyire tartjak
helyesnek a forrdsokban olvashat6 levezetések modernebb matematikai formulakra valo
nleforditasat”. Eltér az is, hogy miként itélik meg a gorogok matematikardl kialakult
elképzelését, hozzaallasat példaul a vitatott indittatast tételekhez.

Euklidesz Elemeinek emlitett részeit (példaul II. és VI. konyveit) olvasva a mai,
matematikaval foglalkozd ember szamara természetesen koriilményesnek, nehézkesnek
tlnhet az akkori geometriai modszer és terminologia. Ilyenkor természetesen nem
keriilhetjik el azt, hogy az olvasott gorog (illetve ,,gorogos”) kifejezéseket
»leegyszerlsitve”, sajat magunk szamara bizonyos mértékben atalakitva, leforditva
olvassuk. Nem meglepd az sem, hogy a gorogok altal akkor megfogalmazott
Osszefiiggéseket meg lehet fogalmazni nem csak a geometria, hanem az algebra
kifejezéseivel €s eszkozeivel is.

Unguru a torténeti kontextus jelentdsége mellett érvel €s mereven visszautasit minden
olyan, altala tul prezentistanak itélt torekvést, mely algebrat vél felfedezni a geometriai
Osszefiiggések mogott, s minden Ovatossag nélkiil a modern algebra szimbolikéjara
kivéanja atiiltetni azt.

Meggondolandé az is, hogy az emlegetett Osszefliggésekben szereplé mennyiségek a
gorogok szamdara valdszinlileg csak szakaszokként és teriiletekként voltak
megfoghatdak, igy egy olyan kifejezést, melyet a mai algebrai eszkozokkel az xy+x
alakban irnank fel, vélhetdleg nem is tudnanak értelmezni. Lehetséges, hogy ilyen
kifejezések fel sem mertiiltek benniik, vagy lehet, hogy egyszerlien csak nem tudtak

kifejezni?
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Hasonlo6 vonasok

Mindkét vita indit6 irdsa egy-egy, a matematika torténetének korai szakaszat, az dkori
gorog matematikat érinté kérdésre keres valaszt. A mar meglévo, elterjedt és elfogadott
nézettel, illetve elképzelésekkel helyezkedtek szembe mindketten, ezzel teremtve meg a
lehetdséget egy-egy Uj felfogas létrejottének.

Mind Szabd Arpadrol, mind Ungururdl elmondhatjuk, hogy elsésorban az dkori gordg
matematikusok szemszogébdl kozelitették meg a problémakat, de természetesen nem
ugyanazt a kérdést helyezték kozéppontba — igy a vizsgalt felfogasok is eltérnek.

Mind Szabé Arpad, mind Sabetai Unguru a gordgok korabeli gondolatmenetét kisérelte

meg rekonstrudlni, ennek megkozelitésére torténeti modszereket alkalmazva.

Kiilonbségek

Nagy kiilonbségeket mutat a két vita lefolyasa. Mind szamban, mind hangvételben
jelentdsen eltértek a reakciok.

Szabo Arpad elmélete visszafogottabb fogadtatasra talalt. Az 1j, dsszetettebb elképzelés
elfogadtatasra lelt. Természetesen sokan nem értettek egyet, 6k azonban leginkabb egy-
egy momentumot ragadtak ki, ezeket a kiemelt részleteket illették kritikaval. Ezek
kozott tobb olyat is talalunk, amelyet késébb maga Szabé Arpad is elfogadott és a
megkérddjelezett ponton szamos alkalommal véltoztatott is az eredeti elképzeléseken,
illetve kijelentéseken. Ilyenek példaul a mar emlitett, Kalmar Laszl6 és Paul Bernays
altal megfogalmazott kommentarok.

Unguru cikkére (1975) minddssze néhany feldalt reakcio érkezett. Van der Waerden
(1976-ban) és Hans Freudenthal (1977-ben) egy-egy ingeriilt hangvételii cikkben védték
meg allaspontjukat és tamadtdk a ,,geometriai algebra” ellenzdjét. André Weil nem
sokkal kés6bb (1978-ban) a lap szerkesztdjéhez irt levelet, melyben kifejezte az irant
érzett megdobbenését, amit Unguru cikke jelentett. Véleménye szerint az irds mind
tartalmat, mind stilusat tekintve szinvonaltalan volt, mi tobb, a szerzdjére pedig

egyszeriien csak ,,Z”-ként hivatkozik — gy latszik, arra sem méltatta, hogy nevén
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nevezze. Figyelmet érdemel ezenkiviil a cime is, ,,Ki arulta el Euklidészt?”. Mindez az
Archive for History of Exact Sciences lapjain tortént. Késébb Unguru természetesen
valaszolt az 6t ért kritikakra, &m cikkét a folyoirat ezuttal nem jelentette meg, igy az
Isis-ben (1979-ben) latott napvildgot. Unguru cikke nem hagyott maga utan olyan nagy
visszhangot, mint Szabo Arpad, a vitanak hamar vége szakadt azzal, igy érezhetjiik,
mintha ,,agyoniitotték’volna.

Felmeriil a kérdés, hogy a két vitdnak vajon miért lehetett ennyire eltérd lefolyasa.
Amig Szab6é Arpad munkéja sokaig rairanyitotta a figyelmet az 6gorég matematika ezen
fejezetére és ezzel tovabbi kutatasok alapjaul szolgalt, addig Unguru ,,probalkozasat”
mar a kezdetekkor is erdteljes ellenszenv fogadta. Mig az elsd vitaban az elmélet egyes
pontjathoz kiilon-kiilon fiiztek kritikdkat, megjegyzéseket a kortarsak, addig a
masodikban az 0j elképzelést teljes egészében visszautasitottdk. Ugy gondolom, hogy
pusztan a tartalom Onmagaban nem valtott volna ki ekkora felhaborodast. JelentOs
stilisztikai kiilonbségeket fedezhetiink fel a két vitdit képezd irasok figyelmes
olvasésaval.

Szabé Arpad munkdiban mér igen hamar felfedezhetjiik van der Waerden nevét:
leszogezi ugyanis, hogy az ¢ uttoré6 munkaja nélkiil maga sem tudta volna elkezdeni
ezen terlilet kutatasat. Késobb ugyan hamar lathatd, hogy szamos helyen kettejiik
véleménye eltér, Szabo itt idézi ugyan, rdmutat azokra a pontokra, ahol nem ért egyet,
kifejti és megindokolja sajat véleményét, de ami lényeges: nem mindsiti azt. Késobb
latni fogjuk, ez miért fontos. Lathatjuk, minden 6t ért kritikdra egyrészt teljesen
targyilagos hangnemben valaszol, teljesen nyitott a sajat elméletének megvaltoztatasara,
helyesbitésére, ugyanakkor az altala biztosnak itélt pontokban megingathatatlan, a
megjegyzések hatasara ezeket masképpen probalja megmagyarazni, alatdmasztani.
Unguru cikkét olvasva feltlinhet, hogy meglehetdsen hatarozott véleménnyel van a vele
ellentétes allaspontot képviseld matematikatorténészekkel szemben — és ezeknek igen
hamar hangot is ad. Weilnek teljesen igaza van abban, hogy az irds hangneme
szokatlan: még a ,,buta” szot is hasznélja a szamara nem elfogadhat6 elképzelésekre,
tobbek kozott van de Waerden, Heath és Tannery munkéjat mindsiti le. Azonban nem
ez az egyetlen merészség, amit Unguru ,,elkdvet”. Felveti ugyanis a kérdést, hogy kinek
feladata a matematika torténetének irdsa, ki foglalkozzon matematikatorténettel. A

merészség ebben az, hogy a matematikusokat alkalmatlannak tartja erre a feladatra.
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Indoklasa szerint azért, mert a torténetiras szdmukra tal idegen és ismeretlen, mig a
matematika tal ismert. Ezzel az allasponttal nem szdndékozom hosszan vitdzni, azt
azonban fontosnak tartom megjegyezni, hogy a matematika bizonyos szintli ismerete

természetesen sziikséges ahhoz, hogy a torténetét megfeleléen megérthessiik.

Koztes allaspontok

Szabé Arpad elméletének fogadtatisa nem volt egydnteti. Sokan nem értettek egyet
egy-egy momentummal, azonban magat az elképzelést globalisan nem kérddjelezték
meg. Erdekes azonban, hogy a lecsengése soran tobb olyan hozzaszolas is sziiletett vele
kapcsolatban, mely az eltérd nézetek kozé helyezkedik és egyértelmiien az épitd jellegii
vita partjara all.

Filippo Franciosi észrevétele Wilbur Richard Knorr és Szabo Arpad vitdja kapcsan az,
hogy annak ellenére, hogy egyikiik platonista, mésikuk arisztotelidnus, mindkettejiiknek
lehet igaza, hogy kozottiik igazsagot tegyiink, mar nem a mi feladatunknak tartja.

F. A. Medvedev fogalmazza meg, hogy az érdeklddés felhivasa, a figyelem rairanyitasa
az adott teriiletre onmagaban artalmatlan. Mi tobb, kivaltképp hasznos is lehet, ha nem
valik ellenkezd nézetek csataterévé.

Az Unguru-féle rovid vita sordn csak szélsdséges allaspontokkal talalkozhatunk,

merdben kiélezettebb vitarol van szo.
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Konkluzio

A Szab6 Arpad altal elinditott vita vitathatatlan érdeme, hogy felhivta a figyelmet a
matematika megalapozdsanak esetleges filozofiai motivacidjara. A mindkét teriileten
alkalmazott logikai moddszerek és hasznalt terminusok valdban szoros kapcsolatra
engednek kovetkeztetni.

Unguru vitajanak nincsenek ilyen latvanyos kovetkezményei. Ujité elképzelését hamar
lehurrogtak, ezért sajnos nem valhatott olyan nagy érdeklddés targyava, nem képezte
konstruktiv vitdk alapjat, mint eléde. Azonban ha Medvedev észrevételét €szben tartjuk,
miszerint az érdeklddés puszta rairdnyitdsa onmagaban veszélytelen, akkor belathatjuk,
hogy Unguru érdeme is az, hogy egy merdben ujszeri elképzelésnek hangot adott,
lehetdséget adva egy, a valosagnak torténetileg jobban megfeleld kép kialakulasanak.

A lényeges pont egyrészt az, hogy hol vonjuk meg a hatart a sajat meglatasunk, illetve
azon felfogas kozott, mely az akkori gorogok fejében élhetett. A masik fontos kérdés
pedig az, hogy mit mondhatunk mindezek utan arr6l, hogy a matematika axiomatizaloi
valdjaban mit alkottak, amikor ezeket a sokat vitatott felismeréseket megfogalmaztak.
Ugy érzem, a felmeriild kérdéseket ezen a ponton ugyan nem lehet lezarni, de agy

hiszem, nem is sziikséges.
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Koszonetnyilvanitas

Itt szeretném megragadni az alkalmat arra, hogy kdszonetet mondjak témavezetémnek,
Kutrovatz Gébornak azért, amilyen lelkesedéssel a gordg matematika torténetérdl
beszElt, és ezzel folyamatosan erdsitette novekvo érdeklodésemet iranta. Koszonettel
tartozom neki ezen kiviil tlirelméért és készséges, mindig inspiralé hozzaallasaért,

mellyel munkdm soran segitett.
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