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DFEHGJIJK>L:MNI
OQPBRTSVU

(A, B) W<XZY\[]YJ^`_9a S ^ RcbJdeR afa SgbhR<d0P�U WTi R i SgdeS _kjmlnY R afo U Ypa P:RTb Y (Ω, p)
S a bhR<ded YhqmY\r btsBR ^�uNY R i d YSVv

p(AB) = p(AB) w�xyWN^:q S _ S WN^ RTdgd j S q�YJ^`_ SgbhR<dZb WNlnlnWT^ bhR o:afYcazj�az_9YJl{WTX@a Sg| Y n X}W U _ s Y b W UfU Y deR _ S WN^S a R ^ n ~ PBR>U _ S _ S WN^"WTX Ω afo bts _ sBR _c� S���R ^`j�lnYJlci�Y U W<X�_ s Y P:R<U _ S _ S WN^
a b\U YJYJ^�a2_ s Y b W UfU Y d�R _ S WN^�W v�R ^Bq
� SgS�� X}W U�R ^`j"lnYJlci�Y U {Ci}i∈I WTX�_ s Y P:R<U _ S _ S WN^ p(A|Ci) = p(B|Ci) wp� s Y b WNlnlnWN^ bhR o�afYcazj�az_9YJl S abhRTdgd Yhq P�U W P Y UpS X p(A|Ci) 6= p(A|Cj) X}W U afWTl�Y i 6= j w���^"_ s Y PBR<P Y UpS _ S apa s Wh��^
_ sBR _pY�r bts:R ^:uTY R i d Yb W UfU Y d�R _ S WN^:a bhR ^�i�YFY�r P�deRTS ^:Yhq�i`j P�U W P Y U�b WN^:q S _ S WN^ RTdgd j S q�YJ^`_ SgbhRTd�b WTlnlnWN^ bJR o:afYFazj�az_9YJlna S ^�_ s Y
X}W ded Wh� S ^�ucafY\^:afYNw�� S����pS []YJ^ R,P�U W P Y Uyb WN^Bq S _ S WN^ R<ded j S q�YJ^`_ SgbhR<dBb WTlnlnWN^ bhR o:afY�azj�az_9Y\l'W<X�a Sg| Y n X�W U _ s Y
_��yW�Y\[]YJ^`_9a A

R ^Bq B
S ^ Ω �:_ s YJ^�_ s Y P:RTSVU (A, B) � Sgdgd i�Y R ^"Y\r b�s:R ^�uNY R i d YF� P WNa S _ S []Y d j ��b W UfU Y d�R _ S ^:uPBR<SgU w�� SgS��@�pS []YJ^ R ^`j�Y\r btsBR ^:uNY R i d Y�� P WTa S _ S [NY d j �Zb W UfU Y deR _ S ^:u P:RTSVU W<X�YJ[]Y\^`_9a S ^ Ω

R ^:q�u S []YJ^ R ^`jc�B^ S _9Y
^�o:lci�Y U n > 2 ��_ s YJ^ _ s Y P�U WNi R i SgdgS _�j�a P:RTb Y bhR ^5i�Y�YJl�i�Yhq�q�Yhq S ^`_9W RmdeR<U uNY U�P�U WNi R i SgdgS _�j�a P:RTb Y S ^
afo btsFR � R jn_ s:R _@_ s Y deR<U uTY U a PBR<b Y b WN^`_ RTS ^�a R(P�U W P Y U�b WN^:q S _ S WN^ RTdgd j S q�YJ^`_ SgbhRTdBb WNlnlnWN^ bhR o:afY�azj�az_9YJl
WTXZa Sg| Y n X}W U _ s Y b W UfU Y deR _ S WN^�w
� �0�����y�
� �5¡2�@¢>���
£ Y\_ S i¤Y R�P:RTSVU WTX�a P:S ^�~ 1

2

P:R<U _ SgbJd YJa P�U Y PBR<U YJq S ^,_ s Y�a S ^:u d Y\_Haz_ R _9Y |Ψs〉
S ^,_ s Y�o:afo RTd]¥@¦�§ Y\r P Y U9S lnYJ^`_ RTd

afY\_9o P w £ Y�_ p(A1) q�YJ^:W<_9Y,_ s Y P�U WNi R i SedgS _kjm_ sBR _�_ s Y(a P�S ^"lnY R afo U YJlnYJ^`_�WN^ P:R<U _ SgbJd Yn¨ S ^
q SgU Y b _ S WN^ Lj S Y d q�a�_ s Y U YJafo d _ +1
R ^Bq d Y\_ p(A1) q�YJ^�WT_9Y�_ s Y P�U WTi R i SgdgS _kj�_ sBR _�_ s YplnY R afo U YJlnYJ^`_�WT^ P:R<U _ SgbJd Y�¨ S ^q SVU Y b _ S WT^ L j S Y d q�a�_ s Y U YJafo d _ −1 w £ Y\_ p(B2)

R ^Bq p(B2) i�Y�q�Y\�B^�Yhq S ^ R a S l SgdeR<U � R jmX}W UpP:R<U _ SgbJd Yc©S ^
q SVU Y b _ S WN^ E w�ª:W U _ s Yy«zW S ^`_ P�U WTi R i SgdeS _kj p(A1B2) ¬�o R ^`_9o�l­lnY btsBR ^ Sgb a P�U Yhq Sgb _9a
p(A1B2) =

1

2
sin2 1

2
(π − Θa,b)

� s Y U Y Θa,b q�YJ^:W<_9YJay_ s Y R ^:u d Y,i�Y\_k��Y\YJ^�_ s Y2_��yWclnY R afo U9S ^:ucq SVU Y b _ S WN^�aJwy® S ^ b Y p(A1)
R ^Bq p(B2)

R<U Y
i�WT_ s 1

2
��_ s Y b W UfU Y d�R _ S WN^

Corrp(A1, B2) = p(A1B2) − p(A1)p(B1)

� Sgded i�Y P WNa S _ S []Y S X Θa,b ∈ [0, π
2
) ��^:YJu R _ S []Y S X Θa,b ∈ (π

2
, π]
R ^Bq | Y U W¯�}_ s:R _ S a A1

R ^:q B2

R<U YS ^Bq�Y P YJ^Bq�YJ^`_ �@S X Θa,b = π
2
w

® S ^ b Y�a P:S ^ S a R _k��W<~°[ R<d o:Yhq"WNi�afY U [ R i d Y R ^Bq�_ s Y�Y�r P Y U9S lnY\^�_ R<d afY\_9o P
s:R a R r SeRTd azj�lnl�Y\_ U j��}_ sBR _S a p(A1B2) q�Y P YJ^Bq�a�afW d Y d j
WT^"_ s Y(_ s Y R ^:u d Y Θa,b i�Y\_��yYJYJ^�_ s Y,_��yWnl�Y R afo U9S ^�u�q SgU Y b _ S WN^�a � ��Y�uNY\__ s Y,a R l�Y U YJafo d _�X}W U _ s Yy«zW S ^`_ P�U WTi R i SgdgS _kj p(A1B2) ��_ sBR _ S a
p(A1B2) =

1

2
sin2 1

2
(π − Θa,b)

® S ^ b Y Corrp(A1, B2) = Corrp(A1, B2) �H_ s Y�a S uT^±W<X Corrp(A1, B2) � Sgdgd q�Y P YJ^:q5WN^ _ s Yn[ RTd o:YnW<X
Θa,b «�o:az_ R a2i�Y\X�W U YNw

∗ ²@³9´`µJ¶°·k¸(³9¹<·(ºJ»�¼�½]¾V¿VºhÀ�ºh´]½>Á
µJ¹NÂ�Ã�¾VÀk·kºh¶°Á"ºJ»�ÄTÅ9¾V³9¹]Å9³hÆ�ÇHÈNÂ`µJ´�³tÀ°·�É@¹N¾ Ê<³9¶°À�¾ ·ËÁ"ºJ»yÌ�³9Åz½]¹]ºh¿VºhÍJÁ µJ¹]Â Î7Å9ºh¹]ºh¸(¾VÅ9À�Æ7³fÏË¸�µJ¾V¿}ÐÍhÀ�ÑtµJÒ�º<Óy½]´]ÀtÔ ³9¿ ·�³hÔ ½TÈ
Õ



Ö Y U Y S ^
_ s Y P:RTP Y U �yY�q S a U YJu R>U q _ s Y�a P Y b\S�R<d ¬`o R ^`_9o:l×lnY btsBR ^ SgbhRTd q�Y\_ RTSgd a,WTX�_ s Y ¥@¦�§ Y\r P Y U9S ~
lnYJ^`_h� UtR _ s Y U �yY b WT^ b Y\^�_ UtR _9Y�WN^�_k��WmuTYJ^:Y UtR<d X�Y R _9o U YJa(WTX@_ s Yca P:S ^5lnY R afo U Y\lnYJ^`_hw�� s Y�WN^�Y S a,_ s Y
azj�lnlnY\_ U j P�U W P Y U _kj

p(A1B2) = p(A1B2)

� s:Sgbts �yY d�R _9Y U�bJRTdgd Y�r bts:R ^:uTY R i SgdeS _kj`��_ s Y,WT_ s Y U X}Y R _9o U Y S a2a S l P�d j�_ s Y,a S uN^"WTXH_ s Y b W UfU Y deR _ S WN^�w
��^�®�Y b _ S WN^¯©
��Y
q�Y\�B^�YF_ s Y�^�WT_ S WN^�anWTX § Y Sgbts YJ^�i RTbts:SeR ^ b WNlnlnWT^ bhR o�afY R ^:q § Y Sgbts YJ^�i RTbts:SeR ^b WNlnlnWT^ bhR o:afY(azj�az_9Y\l"� U YJa P Y b _ S []Y d j R a�_ s Y(lnWTaz_ P�U WNl S a S ^:u bhR ^:q S q R _9YJa�X}W UpR�b WNlnlnWN^�~ bJR o:afY�~°_kj P Y

Y\r P:deR ^ R _ S WN^
WTX@afo bts b W UfU Y deR _ S ^�umYJ[]Y\^`_9a2� s�Sebts q�W�^�WT_ S ^�Ø:o:YJ^ b Y�Y RTbts W<_ s Y UpbhR o:a R<ded j]wp�k^�®�Y b _ S WT^�Ù
Y\r btsBR ^�uNY R i SgdgS _�j�� Sgded i�Ycq�Y\�B^�Yhq R ^:q"afWNlnY�lnWT_ S [ R _ S WT^:a2� Sedgd i�Y�u S []Y\^
X U WNl R afo:i�«zY b _ S [ S az_ RTbJb WTo:^`_
WTX P�U WNi R i SgdgS _�j]w@� s YJ^F_ s Y Ö j P WT_ s Y\a S a�W<X�x@WN^Bq S _ S WT^ R<ded jm�zq�YJ^`_ SgbhRTd�¦ZU WNi R i SedgS _ S YJa�� Sgdgd i�Y P o�_yX}W U � R<U qR a RFbhR o�a RTd Y\r P�d�R ^ R _ S WT^ W<X�Y\r btsBR ^:uNY R i d Y b W UfU Y deR _ S ^�u PBRTSVU a(WTXyYJ[]YJ^`_9aJwc�k^ ®�Y b _ S WT^ ÚF�yY�az_ R _9Y R ^BqP�U W>[]Y�WNo U l RTS ^ P�U W P WTa S _ S WT^:a b WN^ b Y U ^ S ^�u(_ s Y�^�Y b YJafa R>U j R ^Bq�afo�Û bJS YJ^`_ b WN^:q S _ S WN^nWTX R,b WT^Bq S _ S WT^ RTdgd j�~S q�YJ^`_ SgbhR<d ~ b WTlnlnWN^�~ bJR o:afY�~°_kj P Y@Y\r P:deR ^ R _ S WN^�WTX R ^�Y\r btsBR ^:uNY R i d Y b W UfU Y deR _ S WN^�w��k^c_ s Y�xyWN^ b\d o�a S WN^�a�_ s Y
lnY\_ RTP�s j�a SebJRTd az_ R _9o:a�WTX0_ s Y Ö j P WT_ s Y\a S ayWTX�x@WN^Bq S _ S WT^ R<ded jm��q�YJ^`_ SgbhR<d�¦ZU WNi R i SedgS _ S YJa�� Sedgd i�Ypq S a b o�afafYhq�w
Ü ÝßÞ(¢>¡�à5Þ(�"á â�¡�à5¢>â�� ¡��Fãäãå�F�æ¡pâ�� ç�Þ(çèâ�� � ¡��Fãéãå���æ¡pâ�� ç�Þ
ç�ê"ç��@Þ�ãåç
£ Y\_ (Ω, p) i�Y R,bJdeR afa SgbhRTd�P�U WNi R i SgdgS _�j�lnY R afo U Y�a PBRTb Y R ^:q d Y�_ A, B ∈ Ω i�Y�_��yW P WTa S _ S []Y d j b W UfU Y deR _ S ^:u
YJ[]Y\^`_9aJ� S w YTw

p(AB) > p(A)p(B) �z¨ �
R ^:q d Y�_�_ s Y(¬`o R ^`_ S _kj

Corrp(A, B) ≡ p(AB) − p(A)p(B)

i�Y bJRTdgd Yhq�_ s YnëtìTítí9î\ïgðTñËòËìTó�WTX A R ^Bq B
S ^ (Ω, p) w

��^ �z¨Jô]õ<ö ��§ Y Sebts YJ^�i R<b�s q�Y\�:^:YJa�_ s Y b WNlnlnWN^ bhR o:afY(WTXH_ s Y b W UfU Y deR _ S WN^ R a�X}W ded Wh��ah÷ømù`ú�û0ü I ü�ý¤ûÿþ�� O ^mYJ[]Y\^`_ C
S ^ Ω

S a�a RTS qm_9W�i�Yp_ s Y ��� î�ò ë���î�ó��9ð]ë���ò ðTó
	Fë9ì��
�nìTó5ë9ð����\î�W<XH_ s Y b W UfU Y�~deR _ S WN^"i�Y\_��yYJYJ^ A
R ^Bq B

S XH_ s Y,YJ[NYJ^`_9a A � B R ^Bq C a R _ S azX�jm_ s YpX}W dgd Wh� S ^�u U Y deR _ S WT^:aJ÷
p(AB|C) = p(A|C)p(B|C) �°© �
p(AB|C) = p(A|C)p(B|C) � Ù �

p(A|C) > p(A|C) �ËÚ �
p(B|C) > p(B|C) �°õ �

� s Y U Y p(X|Y ) = p(XY )/p(Y ) q�YJ^:W<_9YJa�_ s Y b WT^Bq S _ S WN^ RTd]P�U WTi R i SgdgS _kj,W<X X WN^ b WT^Bq S _ S WT^ Y � C q�YJ^�WT_9YJa
_ s Y b WNl P:d YJlnY\^`_�W<X C R ^:q S _ S a R afafo�lnYhq�_ s:R _@^�WN^:Y�W<X¤_ s Y P�U WNi R i SgdgS _ S Y\a S a@Yh¬`o R<d _9W | Y U W�w ¥ ¬`o R _ S WN^:a
�°© � ~t� Ù ��R<U Y bJRTdgd Yhq��ka b�U YJYJ^ S ^�uT~°W v � P�U W P Y U _ S YJa2a S ^ b Y b WT^Bq S _ S WT^ S ^:unWN^ C

R ^Bq C � U YJa P Y b _ S []Y d j�a b\U YJY\^:a
W v _ s Y b W UfU Y deR _ S WN^�i�Y\_k��Y\YJ^ A

R ^Bq B wm�ËÚ � ~t�°õ � Y\r P�U Y\afa,_ s Y
� P WTa S _ S [NY�az_ R _ S az_ SebJRTd�U Y d YJ[ R ^ b Y��cWTXy_ s YbhR o�afY C WN^m_ s Yp_k��W�Y v Y b _9a A
R ^:q B � U Y\a P Y b _ S []Y d j`w� sBR _ S a�_ s Ypa S _9o R _ S WT^ S XH_ s Y b W UfU Y deR _ S WN^ S a2q�o�Y,^�WT_�WT^ d j�_9W R a S ^�u d Y bhR o�a RTd X RTb _9W U i�o�_�_9W R azj�az_9YJl

WTXyq SVv Y U YJ^`_ bhR o�a RTd Y v Y b _9a�����^ W<_ s Y U �yW U q�aJ� s Wh� bhR ^ _ s Y�^:W<_ S WT^�WTX�_ s Y § Y Sgb�s YJ^�i R<b�s�SeR ^ b WNlnlnWT^bhR o�afYFi¤Y�uTYJ^:Y UtR<dgSe| Yhq±X}W U a S _9o R _ S WT^:ac� s YJ^±l�W U Y bhR o:afYJa R>U Y P�U YJafYJ^`_�� � s Y S q�Y R
S a�_ s YnX}W ded Wh� S ^�u�÷
Y\r P:deRTS ^ S ^�u R�b W UfU Y deR _ S WT^�i`j R azj�az_9YJl×WTX b WNlnlnWT^ bhR o�afYJa��yWNo d q"l�Y R ^�_ sBR _pWT^:Y bhR ^ PBR>U _ S _ S WT^
_ s Y
az_ R _ S az_ SgbhRTd YJ^:afYJlci d Y S ^`_9WnlnW U Y,_ s:R ^m_��yWnafo:i�Y\^:afYJlci d YJa S ^"afo bts
R l R ^�^:Y U _ s:R _�� S�� _ s Y b W UfU Y deR _ S WT^
q S a RTP�P Y R<U a S ^�Y RTbts W<XH_ s Y,afo�i�YJ^:afYJlci d YJaJ��� SgS���R ^`j PBR<SVU WTXZafo bts afo�i�YJ^:afY\l�i d YJa�i�Y sBR [NYJa dgS�� Yp_ s Yp_k��W
afo:i�YJ^�afYJlci d YJa�q�Y\_9Y U l S ^:YJq�i`j�_ s Y PBR<SVU {C, C}

S ^
_ s Y��pY\�B^ S _ S WT^ÿ¨"WTX,_ s Y b WNlnlnWN^ bhR o:afYNwQª:W U
WT_ s Y U lnW<_ S [ R _ S WT^:apWTX@_ s Y�q�Y\�:^ S _ S WN^ �yY U Y\X�Y U _ s Y U Y R q�Y U _9W�� Ö WTX�Y U ~�® |JR i���� §�� q�Y S �0©��
�TÚ��Z©����Nö � w O
l R _ s YJl R _ SgbhR<ded jFY\r P�deSgbJS _�X�W U l�o deR _ S WN^"W<XH_ s:S a S q�Y R�S a�a P Y dgd YJq�WNo�_ S ^�_ s Y,^:Y\r�_2q�Y\�B^ S _ S WT^7w

 



ømù`ú�û0ü I ü�ý¤û"!#�(£ Y�_ (Ω, p) i�Y R�P�U WNi R i SedgS _�j�a PBRTb Y R ^Bq A, B _k��WpYJ[NYJ^`_9a S ^ Ω wZ� s Y PBR>U _ S _ S WN^ {Ci}i∈IWTX Ω
S a,a RTS q
_9WFi¤Y R � î�ò ë��:î�ó$�tðNë��`ò ðTó�ë9ì��%��ìTó±ë9ð����Jî%�'&��9ñkî�� X}W U _ s Y P:RTSVU (A, B)

S X�X}W U�R<ded i, j ∈ I
(i 6= j) _ s YpX}W ded Wh� S ^:u�_��yW b WN^:q S _ S WN^�a R<U Y(a R _ S az�:Yhq

p(AB|Ci) = p(A|Ci)p(B|Ci) � ö �
(p(A|Ci) − p(A|Cj))(p(B|Ci) − p(B|Cj)) > 0 �)( �

� s Y R i�W>[]Y�q�Y\�:^ S _ S WN^ S a R ^ R _9o UtRTd uNYJ^�Y UtRTdgSg|hR _ S WN^�WTX § Y Sgbts Y\^�i RTbts+* a2W U9S u S ^ RTd q�Y\�B^ S _ S WT^
WTX b WNl�~
lnWN^ bhR o�afYF_9W"_ s Y bhR afYF� s YJ^�lnW U Yn_ sBR ^±WN^:YFa S ^�u d YFX RTb _9W U�b WN^`_ U9S i:o�_9YJa�_9W
_ s Y b W UfU Y deR _ S WN^�w�� s YbhR<U q S ^ RTdgS _kj WTX�_ s Y S ^Bq�Y\r�afY\_ I � S w YTwF_ s Y�^�o�l�i�Y U W<X�YJ[]YJ^`_9a S ^ _ s Y P:R<U _ S _ S WN^ �,S a bhRTdgd Yhq5_ s Y��9ò-,>î(W<X
_ s Y § Y Sgbts Y\^�i RTbts�S�R ^ b WTlnlnWN^ bhR o:afY�azj�az_9Y\l
w��k_ S a(az_ UtR<S u s _fX}W U � R<U q5_9WmafYJYc_ sBR _ Rm§ Y SgbtsBR ^�i RTbts:SeR ^b WNlnlnWT^ bJR o:afY {C, C}

S a R�§ Y Sgb�s YJ^�i R<b�s�SeR ^ b WTlnlnWN^ bJR o:afY(azj�az_9YJl WTXZa Sg| Yc©�w
��^m� s:R _2X�W dgd Wh�2a2��Y�q�Y\�:^:Yp_ s Y,^:W<_ S WN^"WTXZY\r btsBR ^�uNY R i SgdgS _�j R ^Bqmo:afY,_ s Y b WN^ b Y P _2WTXH_ s Y § Y Sebts YJ^�~

i R<b�s�SeR ^ b WNlnlnWT^ bhR o:afYpazj�az_9YJl'X}W U _ s Y b WTlnlnWN^�~ bJR o:a R<d Y\r P:deR ^ R _ S WN^FWTX0Y\r btsBR ^:uTY R i d Y b W UfU Y deR _ S WN^�aJw
. /10 ¡�à â��32FÞ(âná ¢�4>¢J�0ê#â��5��¢>� Þ(�m�@¢J�0ê �65�¡p��� �5¢J�y¢>��� â6487 �y�ná�âná�¢94�:
¢J�y¢>Þ(ç
ømù`ú�û0ü I ü�ý¤û";#�(£ Y�_ (Ω, p) i�Y RcbJdeR afa SgbhRTd0P�U WTi R i SgdgS _kjFlnY R afo U Y,a P:RTb YTw OQP:RTSVU (A, B) WTXHYJ[]YJ^`_9a S ^ ΩS a2a R<S qm_9W�i�YFî=<]ë���ð<ó�>`îfð?�hïeî S X

p(AB) = p(AB) �A@ �¥ r btsBR ^:uNY R i SgdgS _�j�� R a S ^`_ U W�q�o b YJqci`jcq�Y�ª S ^:Y�_f_ S �z¨JôNÙ�@ ��R ^:q bhR lnYy_9Wpi�Y�_ s Y b YJ^`_ UtRTd ^:W<_ S WN^ S ^c_ s Y
afo:i�«zY b _ S [ S az_ RTbJb WTo:^`_(W<X P�U WTi R i SgdeS _kj`w��k^ _ s Y SVU(dgS�� YJq b W S ^�~ _9WTafa S ^�u�Y\r R l P�d YJapY\r btsBR ^:uTY R i SedgS _�j lnY R ^:a
_ sBR _�_ s Y P�U WNi R i SedgS _�jFW<XZuTY\_f_ S ^:u k

s Y R q�a S ^ R afYh¬`o�YJ^ b YpW<X n _9WNafafY\a�q�W`YJa�^:WT_�q�Y P Y\^Bq�WN^F� s:Sgbts _ U9SeRTds Y R q�a(W b\b o U Yhq�WN^5i:o�_ S _�q�Y P YJ^Bq�a,afW d Y d j5WN^�_ s Y k ^�o�l�i�Y U WTX s Y R q�a S ^5_ s Y�afYh¬`o:YJ^ b YNw � Y\^:Y UtR<ded j]�R afY\_�WTX UtR ^:q�WNl [ R>U9SeR i d YJa S a2a RTS q�_9Wni�Y�Y\r btsBR ^:uTY R i d Y S X�_ s Y SVU «zW S ^`_pq S a U9S i:o�_ S WT^ S a S ^�[ R<U9SeR ^`_�o:^Bq�Y UP Y U l�o�_ R _ S WN^�a�W<X2_ s Y�afYh¬`o:Y\^ b Y�WTX�_ s Y�[ R<U9SeR i d Y\a��ABNY v�U Y�j`�@©����TÚ � w ¥ r btsBR ^:uNY R i SgdgS _�j S ^±afo:i�«�Y b _ S [ S az_
_ s YJW U9S YJa�WTX P�U WNi R i SgdgS _�j U Y P:deRTb YJa�_ s Yp^:W<_ S WT^mWTX S ^:q�Y P YJ^:q�YJ^ b YNw�®�o:i�«�Y b _ S [ S az_9a P�U Y�X}Y U Y�r bts:R ^:uTY R i SgdeS _kj
_9W S ^:q�Y P YJ^:q�Y\^ b Y2a S ^ b YpY\r btsBR ^:uTY R i SedgS _kj�j S Y d q�a R X}W U l RTd i R a S ay_9Wcafo�i�«zY b _ S [ S az_ R<bJb WNo�^`_�WTX S ^:q�o b _ S WT^7w£ R<P:deRTb Y * a § o d Y R ^:q�W<_ s Y U�U o d YJa@W<X�afo b\b YJafa S WN^ bhR ^ni�Y�i R<b�� Yhq�i`jcY\r btsBR ^�uNY R i SgdgS _�j S ^�_ s Y�afo:i�«�Y b _ S [ S az_
X UtR lnY\��W U'� wÖ Y U Y���YFq�W
^�WT_ b WNlnl S _�WTo U afY d [NYJa�_9W"_ s Ynafo:i�«zY b _ S [ S az_ R<bJb WTo:^`_cWTX P�U WNi R i SedgS _�j i�o�_ UtR _ s Y U ��Y
o:afYp_ s Yp^:WT_ S WT^"W<XZY\r b�s:R ^�uNY R i SgdgS _kj S ^ R X�W U l RTd � R j`w��k^C�,Y\�B^ S _9WN^�Ùc�yY�q�Y��B^�YhqFY\r btsBR ^:uNY R i SgdgS _�jmWT^
_ s Y d YJ[]Y d W<X�_ s Y�YJ[]YJ^`_9a R ^Bq5lnY R afo U YJa(^:W<_�WN^5_ s Y d YJ[NY d W<X�_ s Ynq S az_ U9S i:o�_ S WN^:a�W<X UtR ^Bq�WNl [ R>U9S�R i d YJaR a(o:afo RTd w ¥ r btsBR ^:uNY R i SgdgS _�j�Y\r P�U YJafafY\a R a P Y bJSeRTd�P Y U l�o�_ R _ S WN^�azj�lnlnY\_ U j"i�Y\_k�yYJYJ^5_k��W�Y\[]YJ^`_9aJ÷p_ s YP�U WTi R i SgdeS _kj�_ sBR _n_ s Y"WT^:Y
YJ[NYJ^`_�W bJb o U a R ^:q�_ s Y"WT_ s Y U YJ[NYJ^`_Fq�W`YJa�^:W<_FW bJb o U �2q�W`YJa�^�WT_mq�Y P YJ^Bq
WN^ � s:Sgbts Y\[]YJ^`_�W bJb o U a R ^Bq5� s�Sebts q�W`YJa�^:WT_hw���^ W U q�Y U _9W
a P Y dgd WTo�_�_ s�S a�azj�l�l�Y\_ U j b WT^:a S q�Y U _ s YPBR>U _ S _ S WT^ {AB, AB, AB, A B} uNYJ^�Y UtRTdgSg| Yhqni`j�_ s Y�YJ[]Y\^�_9a A

R ^:q B
S ^ Ω

R ^:q b WN^�a S q�Y U _ s Y�X�W dgd Wh� S ^:u
[]Y b _9W U X�o:^ b _ S WT^"WT^ Ω × Ω ÷

fp : Ω × Ω −→ R
4; (A, B) 7−→ {p(AB), p(AB), p(AB), p(A B)}

D Wh�
Y\r b�s:R ^�uNY R i SgdgS _kj S a�_ s Y S ^�[ R>U9S�R ^ b Y�WTX fp o:^:q�Y U _ s Y S2

P Y U l�o�_ R _ S WN^ A ↔ B �`W UyS ^nW<_ s Y U �yW U q�aJ�R�PBR<SVU
(A, B) WTXZYJ[NYJ^`_9a S ^ (Ω, p)

S a�Y\r b�s:R ^�uNY R i d Y S X fp(A, B) = fp(B, A) w¦�s j�a SgbhRTd lnWT_ S [ R _ S WT^:a�X�W U Y\r btsBR ^:uNY R i SgdgS _�jml�o�az_�i�Y b\d Y R<U X U WNl _ s Y,a P:S ^"Y�r P Y U9S lnY\^�_�lnYJ^`_ S WT^:YhqR i�W>[]YTw�ª:W U _k��W<~ PBR<U _ SgbJd YJa�azj�az_9YJl S ^"a S ^�u d Y\_paz_ R _9Y�� S _ s
R r S�R<d azj�lnlnY\_ U jn_ s Y(WTo�_ b WTlnYJa2W<X�_ s Y�lnY R ~
afo U YJlnY\^`_�W<X R _��yWT~°[ RTd o:YJq�WTi:afY U [ R i d Y R<U Y(Y\r btsBR ^:uNY R i d YNwD Y\r�_��yY b WN^�^:Y b _2Y\r btsBR ^�uNY R i SgdgS _�j R ^:q b W UfU Y deR _ S WT^ S ^ R az_ UtR<S u s _fX}W U � R<U q�� R j¤÷ømù`ú�û0ü I ü�ý¤ûFE+� O P:RTSVU WTX,YJ[NYJ^`_9a A

R ^:q B
S ^ (Ω, p)

S ana RTS q�_9W5i¤Y R ^+î'<]ë���ðTó�>`îfð?�Jïeî ��G ì��9ò}ñËòIHTî\ï &�	
ëtì<í�í9î\ïgð<ñËò}ó�> G ð<ò}í S XH_ s YpX�W dgd Wh� S ^:uNa s W d q�÷

p(AB) > p(A)p(B) � ô �
p(AB) = p(AB) �z¨J� �

�k_ S a2Y R azjF_9W�afYJY,_ sBR _ S X (A, B)
S a R ^�Y\r btsBR ^:uNY R i d Y b W UfU Y deR _ S ^:u PBR<SgU _ s YJ^ p(A) = p(B) w

K



D Wh�+��Yc_9o U ^
_9WF_ s Y�¬�o�YJaz_ S WN^�W<X s Wh�+_9WmY\r P�d�R<S ^5Y�r bts:R ^:uTY R i d Y b W UfU Y deR _ S WT^:a S X@_ s Y b W UfU Y deR _ S ^�u
YJ[]Y\^`_9a�q�W ^:W<_ S ^`_9Y UtRTb _ bJR o:a R<dgd j]wQ® S ^ b Ym_ s Y�lnWNaz_ P�U WTl S a S ^�u bJR ^Bq S q R _9Y�X�W UFb WNlnlnWN^�~ bJR o:afY�~°_kj P Y
Y\r P:deR ^ R _ S WN^�WTX b W UfU Y deR _ S WN^�a S ac_ s Y § Y Sebts YJ^�i R<b�s�SeR ^ b WNlnlnWT^ bhR o:afYmazj�az_9Y\l
� S ^�� s:R _�X}W dgd Wh�2aJ�y��YS l P WNafYmafWNlnYFY\r�_ UtR
U Yh¬`o SVU YJlnY\^`_9acWN^�_ s Y § Y Sgb�s YJ^�i R<b�s�SeR ^ b WNlnlnWN^ bJR o:afYmazj�az_9Y\lßafo bts _ s:R _�_ s Yb WNlnlnWT^ bJR o:afY(azj�az_9YJl R<bJb WTo:^`_9a�X}W U _ s Y,Y\r btsBR ^:uNY R i d Y btsBR>UtRTb _9Y U WTXH_ s Y b W UfU Y deR _ S WN^�w
®�o P�P WNafY A

R ^Bq B
R<U YF_��yW�Y\r btsBR ^�uNY R i d Y b W UfU Y d�R _ S ^:u5YJ[]YJ^`_9a R ^Bq±afo P�P WNafYF_ s:R _ {Ci}i∈I

S a R§ Y Sebts YJ^�i R<b�s�SeR ^ b WNlnlnWN^ bhR o:afY�azj�az_9YJl _ s:R _2Y\r P�d�R<S ^:a�_ s Y b W UfU Y deR _ S WN^ S ^�_ s Y(afYJ^�afY(_ s:R _ A � B R ^Bq
{Ci}i∈I a R _ S azX�j�� ö � ~��)( � wy® S ^ b Y,Y\r b�s:R ^:uTY R i SgdeS _kj S a R ^ S ^�[ R>U9SeR ^ b Y�o:^:q�Y U _ s Y P Y U lco�_ R _ S WT^ A ↔ B

S _S a�^ R _9o UtRTd _9W�ð��'�'�L�nîy_ s:R _�_ s YpY\r btsBR ^:uNY R i SgdgS _�j�WTX0_ s Y b W UfU Y deR _ S ^:u P:RTSVU q�Y U9S []YJayX U WNl­_ s Y�a R lnY2_�j P Y
WTX S ^�[ R>U9S�R ^ b YnWTX�_ s Yno�^Bq�Y U9d j S ^�u bhR o�a RTd az_ U o b _9o U YT�H^ R l�Y d j�_ s Y S ^�[ R<U9SeR ^ b YnWTX�_ s Y § Y Sgbts YJ^�i RTbts:SeR ^b WNlnlnWT^ bhR o�afY�azj�az_9Y\l×o�^Bq�Y U _ s Y,_ UtR ^�azX}W U l R _ S WN^ A ↔ B w@�kXH_ s Y bJR o:a R<d afWNo U9b Y�WTXZ_ s Y b W UfU Y deR _ S WT^S a S ^�[ R>U9SeR ^`_�o:^:q�Y U _ s Y�_ UtR ^�azX}W U l R _ S WN^ A ↔ B �7_ s YJ^�_ s Y b W UfU Y deR _ S WN^ � Sedgd@S ^ s Y U9S _(_ s:S a S ^�[ R>U9SeR ^ b YR ^:qmafW�_ s Y PBR<SgU (A, B) � Sgdgd i�Y(Y�r bts:R ^:uTY R i d YNwÖ Wh� bhR ^�_ s Y S ^�[ R>U9S�R ^ b Y
WTX(_ s Y bhR o:a RTd afWTo U9b Y WTX(_ s Y b W UfU Y deR _ S WN^*o�^Bq�Y U _ s Y"_ UtR ^:azX}W U l R _ S WN^
A ↔ B i�Y�q�Y\�:^:Yhq���® S ^ b Y S ^�_ s�S a@az_ R _ S az_ SebJRTd X UtR lnY\�yW U'� _ s Y�az_ U YJ^:u s _@WTX�_ s Y bhR o�a RTd Y�Û bJS YJ^ b j�W<X¤_ s Yb WNlnlnWT^ bJR o:afY@azj�az_9YJlÿWT^(_ s Y�YJ[]Y\^`_9a A R ^Bq B

S a0lnY R afo U Yhq,i`jp_ s Y b WT^Bq S _ S WT^ RTd`P�U WNi R i SgdgS _ S Y\a p(A|Ci)R ^:q p(B|Ci) ��_ s Y S ^�[ R>U9SeR ^ b Y(WTXH_ s Y bhR o:a RTd Y v Y b _2o�^Bq�Y U _ s Yp_ UtR ^:azX}W U l R _ S WN^ A ↔ B a S l P�d j�lnY R ^�a
_ sBR _�_ s Y b WN^Bq S _ S WT^ R<d0P�U WNi R i SedgS _ S YJa p(A|Ci)

R ^:q p(B|Ci)
R<U Y S q�Y\^`_ SebJRTd w�� s�S a2^:WT_ S WN^"W<X2ëtì<ó�MTò}ñËòËìTó�ðNï

òAM`î�ó�ñËò}ñN& S a2a P Y dgd Yhq�WNo�_ S ^m_ s YpX}W dgd Wh� S ^�uFq�Y��B^ S _ S WN^�÷ømù`ú�û0ü I ü�ý¤û"O#�(£ Y�_ A � B i�Ym_��yW YJ[NYJ^`_9a S ^ (Ω, p)
R ^:q d Y\_ {Ci}i∈I i�Y R5P:R<U _ S _ S WN^
WTX Ω w�� s Y\^

{Ci}i∈I

S a2a RTS qm_9W�i�Y R ë9ìTó$MTò}ñËò ìTóBðNï}ï &�òAM`î�ó�ñËò ëtðTï G ð<í�ñËò}ñ}ò ìTón� S _ smU YJu R<U qm_9W A
R ^:q B

S XHX}W U�RTdgd i ∈ I

p(A|Ci) = p(B|Ci). �z¨N¨ �
xyWN^Bq S _ S WT^ R<dpS q�YJ^`_ S _ SgbhRTd�PBR>U _ S _ S WT^:a R>U Y S ^�[ R<U9SeR ^`_Fo�^Bq�Y U _ s Y�_ UtR ^:azX�W U l R _ S WT^ A ↔ B wQP�a S ^:u

�,Y\�:^ S _ S WN^
õc^�Wh�Q�yY bhR ^"q�Y��B^:Y�ëtìTó$MTò}ñËòËìTó�ðNï�ï &nòAM`î�ó�ñËò ë9ðNï0ëtì��%�nì<ó5ë9ð����JîR�'&��9ñkî�� R a�X}W dgd Wh��aJ÷ømù`ú�û0ü I ü�ý¤û"S#�(£ Y�_ (A, B) i�Y R,b W UfU Y deR _ S ^:u PBRTSVU W<X�YJ[NYJ^`_9a S ^ R,bJdeR afa SgbhRTd�P�U WTi R i SgdgS _kj�lnY R afo U Y�a PBRTb Y
(Ω, p) w�� s YJ^ R�PBR>U _ S _ S WN^ {Ci}i∈I W<X Ω S a�a R<S qc_9W,i�Y R ëtì<ó�MTò}ñËòËìTó�ðNï�ï &(òAM`î�ó:ñËòËëtðTïBë9ì��%��ìTómëtð����\îT�'&��tñkî��WTXH_ s Y b W UfU Y deR _ S WN^ (A, B)

S XHX�W UpR<ded {Ci}i∈I _ s YpX�W dgd Wh� S ^:u�YJ¬�o R _ S WN^�a s W d q¤÷
p(AB|Ci) = p(A|Ci)p(B|Ci) �z¨>© �

p(A|Ci) = p(B|Ci) �z¨hÙ �
� Y bhR<ded@Rmb WT^Bq S _ S WT^ RTdgd j S q�YJ^`_ SgbhR<d�b WNlnlnWN^ bhR o:afY�azj�az_9Y\l G ífì G î�í SVv p(A|Ci) 6= p(A|Cj) X�W U afWTlnY
i 6= j w�� s Y bhR>U q S ^ R<deS _kjnWTX¤_ s Y S ^Bq�Y\r�afY\_ I

S a bhRTdgd Yhq R ayi�Y\X�W U Y2_ s YR�9ò-,>î�WTX¤_ s Y b WNlnlnWT^ bhR o:afY2azj�az_9Y\l"w
�,Y\�B^ S _ S WT^�önWTX�_ s Y b WT^Bq S _ S WN^ RTdgd j S q�Y\^�_ SgbhR<dZb WNlnlnWN^ bhR o:afYcazj�az_9YJl sBR a�_9W�lnYJY\_2_��yWmq�YJl R ^:q�aJ÷

� U az_h� S _ s:R a(_9W"Y�r P�deRTS ^ _ s Y b W UfU Y deR _ S WT^�i�Y�_��yYJYJ^5_ s Y�YJ[]YJ^`_9a A
R ^Bq B UZafY b WN^:q�� S _ sBR a�_9W RTbJb WNo:^`_

X}W U _ s Y�Y�r bts:R ^:uTY R i SgdeS _kj
W<X,_ s Y PBR<SgU wWVyWT_ s�U Yh¬`o SVU YJlnYJ^`_9a R<U Y�X�o dgd � dgd Yhq�w*® S ^ b Y��z¨JÙ ��S l P:dgS YJa
�)( � �b WN^:q S _ S WN^ RTdgd j S q�YJ^`_ SgbhRTdHb WTlnlnWN^ bJR o:afY�azj�az_9YJlna R<U Y § Y Sebts YJ^�i R<b�s�SeR ^ b WNlnlnWT^ bhR o:afY�azj�az_9Y\lnaJ� R ^Bq
afW5_ s Y\j R<U Y RTP�P�U W P�U9SeR _9Ym_9W`W d anX�W U Y\r P:deR<S ^ S ^:u b W UfU Y deR _ S WN^�aJwYXp^�_ s Y�W<_ s Y Uns:R ^Bq¤���z¨hÙ � Y\r P�U YJafafY\ab WN^:q S _ S WN^ RTdBS q�YJ^`_ S _�j�� s:Sgbts%Z�R<bJb W U q S ^:u(_9W(WTo UyR afafo�l P _ S WN^ Z�S a U YJa P WN^�a S i d Y�X}W U _ s Y�Y�r bts:R ^:uTY R i SgdeS _kj
WTXH_ s Y P:RTSVU (A, B) wÖ R [ S ^�ucq�Y\�B^�Yhq�_ s Y2^:WT_ S WT^mW<X b WN^:q S _ S WN^ RTdgd j S q�YJ^`_ SgbhR<d¤b WTlnl�WT^ bhR o�afYpazj�az_9YJl­^�Wh�¯��Y bJR ^Fl R�� Y
Y\r P:dgSgbJS _9Y(WNo U�R afafo�l P _ S WN^mlnYJ^`_ S WN^:YJq R i�W>[]YNw�� s:S a S a�a P Y dgd YJq"WTo�_ S ^�_ s YpX}W dgd Wh� S ^:u s j P W<_ s YJa S aJ÷
[�\+]�ý I9^ ù G ü G ý$_
`�ý�ûbaHü I ü�ý¤û L$c�c \ed�a0ù�û I ü MNL�cgf,K ý E0L:E ü c ü I ü�ù G
h ¥ r btsBR ^:uTY R i SedgS _kj WTX R � bJR o:a R<dgd j ^:W<_S ^`_9Y UtRTb _ S ^�u ��b W UfU Y deR _ S ^�u P:RTSVU q�Y U9S [NYJa�X U WTl R�b WN^Bq S _ S WT^ R<ded j S q�Y\^`_ SebJRTd7b WTlnlnWN^ bhR o�afY�azj�az_9YJl"w
��^ _ s YcX}W dgd Wh� S ^�u
afY b _ S WT^ �yY�l R�� Y�_ s Y Ö j P W<_ s YJa S a,WTX�xyWN^:q S _ S WN^ RTdgd j �zq�YJ^`_ SgbhRTd�¦ZU WNi R i SedgS _ S YJa�lnW U YP�U Y b\S afY R ^Bq�q�Y bJS q�Y�WT^ S _9ap_ U o�_ s [ RTd o:YTw��k^ _ s Y�xyWN^ bJd o:a S WN^�a(�yY U Y\_9o U ^ _9W�_ s YclnY\_ RTP�s j�a SebJRTdHS ^`_9Y U ~P�U Y\_ R _ S WN^"W<XZ_ s Y Ö j P WT_ s YJa S aJw

i
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� s Y P�U Y bJS afY b WN^`_9Y\^`_2WTXZ_ s Y Ö j P W<_ s YJa S a�W<X@xyWT^Bq S _ S WN^ RTdgd j"�zq�YJ^`_ SgbhRTd7¦�U WTi R i SgdgS _ S YJa bhR ^"i�Y,Y\r P�U YJafafYJqR a0X}W dgd Wh��aJw £ Y\_Hi�Y (A, B)
R ^�Y\r btsBR ^�uNY R i d Y b W UfU Y deR _ S ^:u P:RTSVUZS ^ R2bJdeR afa SebJRTd�P�U WNi R i SgdgS _�j(l�Y R afo U Y@a PBRTb Y

(Ω, p) wZ� s Y\^ R ó�î9ëtî��'��ðTí�&�ð<ó�Mo�'��p
ë\ò°î�ó:ñ b WN^:q S _ S WN^�_ s:R _0_ s Y U Y@Y�r S az_9a R�P�U W P Y UHb WT^Bq S _ S WN^ RTdgd j S q�YJ^`_ SgbhRTdb WNlnlnWT^ bhR o:afY azj�az_9YJl {Ci}i∈I X}W U _ s Y PBRTSVU (A, B)
S a�_ sBR _�_ s Y U Y
Y\r S az_9a R P WNa S _ S []Y b W UfU Y deR _ S WT^

i�Y\_��yYJYJ^ A
R ^Bq B w

��^�W U q�Y U _9W P�U W<[NYy^�Y b Y\afa S _kj��yY s:R []Y�_9W�a s Wh�±_ s:R _H_ s YyY�r S az_9YJ^ b YyWTX R2P�U W P Y U X RTb _9W U9Sg|JS ^:u P:R<U _ S _ S WN^
� S _ s�S q�YJ^`_ SgbhRTd¤b WN^:q S _ S WN^ RTd�P�U WNi R i SgdgS _ S Y\a�X}W U2R ^mY�r bts:R ^:uTY R i d Y b W UfU Y d�R _ S ^:u P:RTSVU (A, B)

S l P:dgS YJa P WNa S ~
_ S []Y b W UfU Y d�R _ S WN^�i�Y\_k��YJY\^ A

R ^:q B w���^"W U q�Y U _9W P�U W>[NY�afo�Û b\S Y\^ b jm��Y s:R []Y(_9Wna s Wh�ÿ_ sBR _ S X (A, B)S a R ^�Y�r btsBR ^:uTY R i d Y P WTa S _ S []Y d j b W UfU Y deR _ S ^:u P:RTSVU�S ^ (Ω, p) ��_ s YJ^�_ s Y U YpY\r S az_9a R ^mY\r�_9YJ^:a S WT^ (Ω′, p′) W<X
(Ω, p) afo bts _ sBR _ (Ω′, p′)

b WN^`_ RTS ^�a R�P�U W P Y U,b WN^:q S _ S WN^ RTdgd j S q�YJ^`_ SgbhRTdZb WTlnlnWN^ bJR o:afYcazj�az_9YJl{WTX@a Sg| Y
n X}W U _ s Y b W UfU Y d�R _ S WN^
WTX A R ^:q B w
� s YJafY,_ R a � a�� Sgdgd i�Y R<bJb WTl P:dgS a s Yhq S ^�_ s YpX}W ded Wh� S ^:u�_��yW�_ s YJW U YJlnaJ÷q ^ ù�ý K ù�r þ$�,£ Y\_ A

R ^:q B i�Y�YJ[]YJ^`_9a S ^ R5bJdeR afa SgbhRTd�P�U WTi R i SgdgS _kj�lnY R afo U Y�a PBR<b Y (Ω, p)
R ^:q d Y\_

{Ci}i∈I i�Y R,P:R<U _ S _ S WN^nWTX Ω wZª:o U _ s Y U lnW U YN� d Y�_ {Ci}i∈I i�Y R,b WN^:q S _ S WN^ RTdgd j S q�YJ^`_ SgbhRTd:b WTlnlnWN^ bJR o:afYazj�az_9YJl W<XZ_ s Y PBRTSVU (A, B) w�� s Y\^ (A, B)
S a R ^"Y\r btsBR ^:uTY R i d Y P WNa S _ S []Y d j b W UfU Y deR _ S ^:u PBR<SVU w

f,K ý�ý$_ h ª SgU az_H��Y P�U W>[]Y P WNa S _ S []Y b W UfU Y deR _ S WN^7�N_ s YJ^�Y�r btsBR ^:uTY R i SedgS _kj`w�® S ^ b Y {Ci}i∈I

S a R2b WN^Bq S _ S WN^ R<ded jS q�YJ^`_ SgbhR<d�b WNlnlnWN^ bJR o:afYpazj�az_9YJl­WTX7_ s Y P:RTSVU (A, B)
S ^ (Ω, p) ��_ s Y�YJ[]YJ^`_9a A � B R ^Bq {Ci}i∈I a R _ S azX�j�z¨>© � ~��z¨JÙ � wsPpa S ^�u b WT^Bq S _ S WN^ RTd q�Y b WNl P WTa S _ S WN^�WTXH_ s Y b W UfU Y deR _ S WN^

Corr(A, B) ≡ p(AB) − p(A)p(B) =
X

i<j

p(Ci)p(Cj)[p(A|Ci) − p(A|Cj)][p(B|Ci) − p(B|Cj)]

R ^:qmYh¬`o R _ S WT^��z¨JÙ � ��Y(uTY\_
Corr(A, B) =

X

i<j

p(Ci)p(Cj)[p(A|Ci) − p(A|Cj)]
2

� s:Sgbts*S a P WTa S _ S [NY�X�W U"P�U W P Y U X RTb _9W U9Sg|JS ^:u P:R<U _ S _ S WN^:a U YJu R>U q d YJafa"W<X�_ s Y [ R<d o:YJamW<X p(Ci) w­®�W�_ s Yb W UfU Y d�R _ S WN^
i�Y\_��yYJYJ^ A
R ^Bq B � Sgdgd i�Y P WNa S _ S []YNwD Wh�Q�yY(_9o U ^m_9W�_ s Y P�U W�W<X�WTX�Y\r btsBR ^�uNY R i SgdgS _�j]wtP�a S ^:u"�z¨>© ��R ^BqF_ s Y b WT^Bq S _ S WN^ RTd q�Y b WTl P WTa S _ S WT^

WTX p(AB) �yY(uNY\_
p(AB) =

X

i

p(Ci)p(A|Ci)p(B|Ci)

Ppa S ^:u��z¨hÙ ��R ^Bqmafo�i:az_ S _9o�_ S ^�u p(A|Ci) i`j p(B|Ci)
R ^:q p(B|Ci) i`j p(A|Ci) �yY�uTY\_

X

i

p(Ci)p(B|Ci)p(A|Ci)

� s:Sgbts�S ay«zo:az_ p(AB) w�� s o:a R�b WN^:q S _ S WN^ RTdgd j S q�YJ^`_ SgbhR<d�b WNlnlnWN^ bJR o:afYcazj�az_9Y\l{X�W U�R�PBRTSVU WTXyYJ[NYJ^`_9aS l P:dgS YJa�Y\r btsBR ^:uNY R i SgdgS _�jmWTXH_ s Y P:RTSVU w
q ^ ù�ý K ù�ru!v�,£ Y\_ A

R ^Bq B Y\r btsBR ^�uNY R i d YcYJ[NYJ^`_9a S ^ R�bJdeR afa SebJRTd�P�U WNi R i SgdgS _�j
lnY R afo U Y�a PBRTb Y (Ω, p)R ^:q d Y\_�_ s Y U Ypi�Y R�P WNa S _ S []Y b W UfU Y deR _ S WT^"i�Y\_k��Y\YJ^ A
R ^Bq B w�� s YJ^�X}W U2R ^�jnu S []YJ^ n > 2

U Y R<d ^�o:lci�Y U
_ s Y P�U WTi R i SgdgS _kjFlnY R afo U Y,a P:RTb Y (Ω, p)

bhR ^mi�Y,Y\r�_9YJ^`_9YJqFafo b�s _ s:R _�_ s YpY\r�_9YJ^:a S WN^ (Ω′, p′)
b WN^`_ R<S ^�a RP�U W P Y U2b WT^Bq S _ S WT^ RTdgd j S q�YJ^`_ SgbhR<d7b WNlnlnWT^ bhR o:afY(azj�az_9YJl W<X�a Sg| Y n X}W U _ s Y b W UfU Y deR _ S WN^7w

f,K ý�ý$_ h � s Y P�U W`WTX b WN^�a S az_9amW<X�_k�yW�az_9Y P aJw+�k^*®`_9Y P ¨"��Y a s Wh� � U az_�_ sBR _ S X {Ci}
n
i=1

S a R�b WN^�~
q S _ S WN^ RTdgd j S q�YJ^`_ SgbhRTd�b WNlnlnWT^ bhR o�afY±azj�az_9YJlèW<Xna Sg| Y n

S ^ R
P�U WTi R i SgdgS _kjÿa P:RTb Y (Ω, p) �(_ s YJ^Q_ s Y
^�o:lci�Y U a {p(A|Ci)}

n

i=1
� {p(B|Ci)}

n

i=1

R ^:q {p(Ci)}
n

i=1
a R _ S azX�j b Y U _ R<S ^ÿYJ¬�o R _ S WN^�a R ^Bq S ^�Yh¬`o R<deS ~

_ S YJaJw!® S ^ b Y�_ s Y § Y Sgb�s YJ^�i RTbts:SeR ^ b WNlnlnWN^ bJR o:afY�azj�az_9Y\l {Ci}i∈I

S a b WN^Bq S _ S WN^ R<ded j S q�YJ^`_ SgbhRTd _ sBR _S a p(A|Ci) = p(B|Ci) X}W U�RTdgd i = 1 . . . n �yY�afo�i:az_ S _9o�_9Y p(B|Ci) i`j p(A|Ci)
S ^�_ s Y
Yh¬`o R _ S WT^:a

w



R ^:q S ^�Yh¬`o R<deS _ S YJa R ^Bq�WNl S _,_ s WNafY�_ sBR _�i�Y b WNlnY U Yhq�o:^Bq R ^`_,i`j
_ s Y�afo�i:az_ S _9o�_ S WN^�w��°_ S a,_ s YJ^�a s Wh��^
_ sBR _�� S XH_ s Y b W UfU Y deR _ S WN^ S a�^:WT_�az_ U9Sgb _ � _ s YJ^F_ s Y U Y,Y\r S az_ 2n ^:WN^�~°^:YJu R _ S []Y U Y R<d ^�o:lci�Y U a {ai}

n
i=1

R ^Bq
{ci}

n
i=1 _ sBR _pa R _ S azX�j
_ s WTafYcYh¬`o R _ S WN^:aJw � Y bhRTdgd _ s Y�^�o:l�iBY U a {ai}

n
i=1 � {ci}

n
i=1 ð
M���ò��'�9òA�Jïeî�ó����x�tî�í��X}W U _ s Y b W UfU Y deR _ S WT^ Corrp(A, B) w,ª S ^ RTdgd j
�yY S q�YJ^`_ S X�j�_ s Y R q�l S afa S i d Yc^�o:lci�Y U a�� S _ s _ s Y�^�o�l�i�Y U a

{p(A|Ci) = p(B|Ci)}
n

i=1

R ^:q {p(Ci)}
n

i=1
[ SeR

ai = p(A|Ci) = p(B|Ci) i = 1, . . . n �z¨JÚ �
ci = p(Ci) i = 1, . . . n �z¨>õ �

��^ ®`_9Y P ©n�yY�a s Wh��_ sBR _h��u S [NYJ^ R ^�WN^�~°az_ U9Sgb _ b W UfU Y deR _ S WT^ S ^ R ^`j P�U WTi R i SgdgS _kj a PBRTb Y R ^Bq R ^`j n ��X�W UR ^`j u S []Y\^5afY\_�WTX R q�l S afa S i d Y�^�o:lci�Y U a�X�W U Corrp(A, B) > 0 ��_ s Y U Y�Y\r S az_9a R ^5Y\r�_9YJ^:a S WN^ (Ω′, p′) W<X
(Ω, p) afo bts _ sBR _ (Ω′, p′)

b WN^`_ RTS ^�a R�P�U W P Y U,b WN^:q S _ S WN^ RTdgd j S q�YJ^`_ SgbhRTdZb WTlnlnWN^ bJR o:afYcazj�az_9YJl{WTX@a Sg| Y
n
S ^�afo bts�R � R j�_ sBR _�_ s Y R q�l S afa S i d Y,^�o�l�i�Y U a R<U Y S q�Y\^�_ S �:Yhq�� S _ s _ s Y b W UfU YJa P WN^:q S ^:u P�U WNi R i SgdgS _ S Y\a
[ S�R �z¨JÚ � ~��z¨hõ � w@ª�W U�R lnW U Y,uTYJ^:Y UtRTd�U YJafo d _��yY U Y�X}Y U _ s Y U Y R q�Y U _9W"� Ö WTX}Y U ~z® |hR i���� §T� q�Y S ©����Nö � w
y{z�|�}�~ £ Y\_ {Ci}

n
i=1 � n ≥ 2

� i�Y R�b WN^Bq S _ S WN^ R<ded j S q�YJ^`_ SgbhR<d�b WTlnlnWN^ bhR o:afY�azj�az_9YJl S ^ (Ω, p) WTX�_ s Yb W UfU Y d�R _ S WN^ Corrp(A, B) > 0 w
Ppa S ^:u,_ s Y�_ s YJW U Y\l'W<X¤_9WT_ R<d:P�U WNi R i SedgS _kj R ^Bq��z¨>© � ~t�z¨JÙ � �]_ s Y P�U WTi R i SgdeS _ S YJa p(A) � p(B)

R ^Bq p(AB)bhR ^�i�Y,� U9S _f_9YJ^ R a
p(A) = p(B) =

n
X

i=1

p(A|Ci)p(Ci) �z¨hö �

p(AB) =

n
X

i=1

p(A|Ci)
2p(Ci) �z¨9( �

Xpi�[ S WTo:a d j`��WN^�Y RTd afW s:R a
1 =

X

i

p(Ci) �z¨J@ �

0 ≤ p(A|Ci) ≤ 1 (i = 1, . . . n) �z¨Jô �
0 < p(Ci) < 1 (i = 1, . . . n) �°©�� �

Ö YJ^ b Y�_ s Y R afafo:l P _ S WT^�WTX Rmb WN^Bq S _ S WT^ R<ded j S q�YJ^`_ SgbhR<d�b WNlnlnWN^ bJR o:afY�azj�az_9YJl {Ci}
n
i=1 WTX@_ s Y b W UfU Y�~deR _ S WN^�i¤Y�_��yYJYJ^ A

R ^Bq B
S l P:dgS YJac_ s:R _�_ s Y U YFY\r S az_ 2n

U Y RTd ^�o�l�i�Y U a {ai}
n
i=1 � {ci}

n
i=1 afo bts _ sBR _� S _ s _ s Y S q�Y\^�_ S � bhR _ S WN^�a��z¨\Ú � ~t�z¨>õ � _ s Y U YJ¬�o SVU YJlnYJ^`_9a��z¨hö � ~t�°©�� �2s W d q¤� S w YNw�_ s Y U Y�Y\r S az_ U Y RTd ^�o:lci�Y U a

{ai}
n
i=1 � {ci}

n
i=1 X�W U � s:Sgb�s ��Y s:R []Y

p(A) = p(B) =
n

X

i=1

aici �°©�¨ �

p(AB) =

n
X

i=1

a2
i ci �°©N© �

1 =
X

i

ci �°©TÙ �

0 ≤ ai ≤ 1 (i = 1, . . . n) �°©>Ú �
0 < ci < 1 (i = 1, . . . n) �°©Tõ �

�pS []YJ^ R�b W UfU Y deR _ S WN^ Corrp(A, B) > 0
S ^ R�P�U WTi R i SgdeS _kjma PBR<b Y (Ω, p) ��_ s Y,afY\_
{ai}

n
i=1 {ci}

n
i=1 �°©Tö �

WTX 2n
U Y RTd ^�o�l�i�Y U a S a bhRTdgd Yhq R ^�ð?M���òI���9òN�hïeî�afY\_(X�W U Corrp(A, B) > 0

S X,�°©�¨ � ~��°©Tõ �ps W d q¤w � Y�^:Wh�
a s Wh��_ s:R _�u S []YJ^ R ^`j�^�WN^�~kaz_ U9Sgb _ b W UfU Y deR _ S WT^ Corrp(A, B) > 0

S ^ RmP�U WTi R i SgdgS _kj�a PBRTb Y (Ω, p) � R ^:q
u S []Y\^ R ^`j n ≥ 2 ��_ s Y U Y,Y\r S az_ R afY\_2W<X R q�l S afa S i d Y(^�o:lci�Y U ayX}W U _ s Y b W UfU Y deR _ S WN^�w

�



�pS [NYJ^ R afY\_ {ai}
n
i=1 � {ci}

n
i=1 WTX U Y RTd ^�o�l�i�Y U a�_ sBR _�a R _ S azX�j5�°©<Ú � ~t�°©Nõ � ��_ s Y�_ s�U YJYpYh¬`o R _ S WT^:a(�°©`¨ � ~�°©TÙ �2U YJaz_ U9Sgb _,_ s Yc^�o:lci�Y U WTX S ^:q�Y P Y\^Bq�YJ^`_p^�o:lci�Y U a�_9W (2n − 3) w�xyWN^:a S q�Y U _ s Y�X�W dgd Wh� S ^:u (2n − 3)

^�o:lci�Y U a
{ai}

n−1

i=1 , {ci}
n−2

i=1 �°©
( �R a PBR<UtR lnY\_9Y U aJw OQU WNo�_ S ^�Y bhR<deb o deR _ S WN^�a�a s Wh��a�_ s:R _h��o:a S ^�u"�°©�¨ � ~t�°©<Ù � _ s Y,^�o:lci�Y U a an � cn

R ^:q cn−1bhR ^�i�Y(Y�r P�U YJafafYhqF� S _ s _ s Y s Y dgP WTX PBR>UtR lnY\_9Y U a��°©
( ��R a�X�W dgd Wh�2aJ÷
cn−1 =

p(AB) − p(A)2 + Sn−2

j,k (A) − Sn−2

k (A) + Sn−2(A)

[p(A) − an−1)]2 + p(AB) − p(A)2 + Sn−2

n−1,k

�°©�@ �

cn = 1 −
n−1
X

i=1

ci �°©Tô �

an =
p (A) − T n−2

k (A) − an−1

1 − Sn−2 − cn−1

+ an−1 � Ù
� �

� s Y U Y
Sn−2

j,k (A) =
1

2

n−2
X

j,k=1

cjck[aj − ak]2

Sn−2

k (A) =

n−2
X

k=1

ck[p(A) − ak]2

Sn−2(A, B) =

n−2
X

k=1

ck[p(AB) − p(A)2]

Sn−2

n−1,k(A) =

n−2
X

k=1

ck[an−1 − ak]2

Sn−2 =

n−2
X

k=1

ck

T n−2

n−1,k(A) =

n−2
X

k=1

ck[an−1 − ak]

�k_�X}W dgd Wh��an_ sBR _ S XpWN^�Y bhR ^�a s Wh� _ sBR _nWT^:Y bJR ^ b�s W`WNafY�_ s Y PBR>UtR lnY\_9Y U a��°©
( ��S ^�afo bts
R � R j±_ sBR _
cn−1, cn, an u S []YJ^ni`j��°©�@ � ~t� Ù
� � a R _ S azX�j �°©>Ú � ~t�°©Nõ � �`_ s Y\^nWN^�Y s:R a@a s Wh��^n_ s:R _ 2n

R q�l S afa S i d Y2^�o�l�i�Y U a
Y\r S az_hw � Y�a s Wh� _ s:S api`j S ^:q�o b _ S WT^ WN^ n ÷ S _ S a P�U W>[]YJq"� U az_p_ s:R _p^:WT^�~ | Y U W R q�l S afa S i d Yc^�o:lci�Y U a�X�W U
n = 2 Y\r S az_h��_ s YJ^ S _ S a R afafo:lnYJq"_ s:R _�X�W U n ≥ 2 2n ^:WN^�~ | Y U W R q�l S afa S i d Y�^�o:l�iBY U a2Y�r S az_ R ^:q"_ s YJ^7�
o:a S ^:u R a S l P:d Y b WN^`_ S ^�o S _kj R<U uNo�lnYJ^`_h� S _ S a�a s W>��^���_ sBR _ 2(n + 1)

R q�l S afa S i d Y(^�o:l�iBY U a�Y\r S az_hw
xyWN^:a S q�Y U _ s Y bhR afY n = 2 w £ Y\_2o�a�� U az_2q�Y��B^:Y�_ s YpX}W dgd Wh� S ^�uFq�WTl RTS ^ D ⊆ R ÷

D =
`

0, p(B|A)
´

∪
`

p(B|A), 1
´ � Ù�¨ �

® S ^ b Y�_ s Y b W UfU Y d�R _ S WN^ S a�^�WT_�az_ U9Sgb _h� D S a�^:WT_�Y\l P _�j]w�® S ^ b Y n = 2 � S ^F_ s:S a bhR afYp_ s Y P:R<UtR lnY�_9Y U�S a a1 �R ^:q RTdgd _ s Y S
* a R ^:q T

* a R<U Y | Y U W�� s YJ^ b Y��°©�@ � ~t� Ù
� �yU Yhq�o b Yp_9W�_ s YpX�W dgd W>� S ^:u
c1 =

p(AB) − p(A)2

[p(A) − a1)]2 + p(AB) − p(A)2
� Ù]© �

c2 = 1 − c1 � ÙNÙ �
a2 =

p (A) − a1

1 − c1

+ a1 � ÙTÚ �

�k_ S anaz_ UtRTS u s _fX}W U � R<U q
_9W5[]Y U9S X�j±_ sBR _ S X a1

S a S ^ D �y_ s Y\^Q�°©<Ú � ~t�°©Nõ ��R<U Y RTd afW�a R _ S az�:Yhq�w¯� s o�a�_ s YPBR>UtR lnY\_9Y U 0 < a1 q�Y\_9Y U l S ^:Y\a R ^ R q�l S afa S i d Y(afY\_
{a1, a2, c1, c2} � Ù]õ �

�



WTX�ó�ì<ó$�I,<î�ízì�^�o:lci�Y U ayX�W U _ s Y b W UfU Y deR _ S WT^ Corrp(A, B) > 0
S ^m_ s Y bhR afY�WTX n = 2 w£ Y\_�^:Wh� n > 2 i¤Y R>U i S _ UtR<U j R ^:q d Y\_2o:a R afafo:lnY�� S ^Bq�o b _ S []Y s j P WT_ s Y\a S a � _ sBR _��yY sBR []Y R afY\_

{ai}
n
i=1 {ci}

n
i=1 � ÙNö �

WTX 2n ó�ìTó���,>î�ífì R q�l S afa S i d Y(^�o�l�i�Y U a�q�Y\_9Y U l S ^�YhqFi`j�_ s Y,X�W dgd Wh� S ^:u (2n − 3)
P:R<UtR lnY\_9Y U aJ÷

{ai}
n−1

i=1 , {ci}
n−2

i=1 � Ù?( �
® S ^ b Y,_ s Y(^�o�l�i�Y U a,� Ù?( ��R>U Y�^�WN^�~ | Y U W���WN^�Y bhR ^ bts W`WNafY,_��yW U Y RTd ^�o�l�i�Y U a α, γ afo b�s _ s:R _

0 < α < ai

`

i = 1, 2, . . . (n − 1)
´ � Ù
@ �

0 < γ < ci

`

i = 1, 2, . . . (n − 2)
´ � ÙNô �

xyWN^�a S q�Y U _ s Y,X�W dgd Wh� S ^:u [2(n + 1) − 3] ^�o�l�i�Y U a
{ai}

n−1

i=1 , α, {ci}
n−2

i=1 , γ �ËÚ?� �
R ^:q b WT^:a S q�Y U _ s YJl R a P WTafa S i d Y P:R<UtR lnY�_9Y U aHX}W U@R afY\_�W<X 2(n+1)

R q�l S afa S i d Y�^�o�l�i�Y U a7X}W U _ s Y b W UfU Y d�R ~
_ S WN^ Corrp(A, B) > 0 U S w YNw�afo:i:az_ S _9o�_9Y�_ s Y2^�o�l�i�Y U a S ^ �ËÚ
� ��S ^�_9Wn�°©�@ � ~t� Ù
� � �}� S _ s _ s Y S q�YJ^`_ S � bhR _ S WT^:a
an = α � cn−1 = γ

� _9W�WTi�_ RTS ^ c′n, c′n+1, a
′

n+1 w@� s Y 2(n + 1) ^�o:lci�Y U a
{ai}

n−1

i=1 , α, a′

n+1; {ci}
n−2

i=1 , γ, c′n, c′n+1 �ËÚ�¨ �
afW�WTi�_ R<S ^�Yhq � Sgdgd a R _ S azX�j��°©�¨ � ~t�°©TÙ � i:o�_p_ s Y\j R<U Y�^:W<_(^:Y b YJafa R<U9Sgd j R q�l S afa S i d Y�^�o�l�i�Y U a�i�Y bJR o:afYc_ s Y
^�o:lci�Y U a c′n, c′n+1, a

′

n+1 l S u s _,^:W<_(a R _ S azX�j
�°©>Ú � ~t�°©Nõ � w Ö Wh��YJ[NY U ��X�W U�R ^`j n _ s Y�X}W U lco deR an�°©�@ � ~t� Ù
� �b WN^�a S q�Y U YJq R a�X}o�^ b _ S WT^:a@WTX¤_ s Y PBR<UtR lnY\_9Y U a {ai}
n−1

i=1 � {ci}
n−2

i=1 � R>U Y RTdgdBb WT^`_ S ^�o�WNo�a�X}o�^ b _ S WT^:a@WTX¤_ s YJafYPBR>UtR lnY\_9Y U a�UBX}o U _ s Y U lnW U YN� S _ S a bJd Y R>U X U WNl _ s Y�X�W U lco deR ac�°©�@ � ~t� Ù�� � _ s:R _ S X α
R ^Bq γ «zW S ^`_ d j"_9YJ^:q�_9W| Y U W�÷

(α + γ) → 0 �ËÚ]© �
_ s YJ^

a′

n+1 → an, c′n → cn−1, c′n+1 → cn �ËÚ]Ù �
�k_HX�W dgd Wh�2a�_ s YJ^�_ sBR _HX�W U afo�Û b\S Y\^`_ d j�afl RTdgd �N^�WN^�~ | Y U W α

R ^:q γ _ s Yy^�o:lci�Y U a c′n, c′n+1, a
′

n+1 � Sedgd a R _ S azX�j�°©<Ú � ~��°©Tõ � U b WT^:afYh¬`o:Y\^`_ d j]��X�W U afo�Û bJS YJ^`_ d jFafl R<ded α R ^Bq γ ��_ s Yp^�o:lci�Y U ap�ËÚ�¨ ��R<U Y 2(n + 1)
R q�l S afa S i d Y

^�o:lci�Y U ayX}W U _ s Y b W UfU Y deR _ S WN^ Corrp(A, B) > 0 w
y{z�|�}1� V@jF®`_9WN^�Y * a U Y P�U Y\afYJ^`_ R _ S WN^�_ s YJW U Y\l WTXbVyW`W d Y R ^ RTd uNY\i UtR ay�yY�l R j R afafo�lnY�_ sBR _ Ω
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S q�YJ^`_ SgbhR<d¤b W P�S Y\a�WTX Ω R ^Bq X � U YJa P Y b _ S [NY d j`�R ^:q
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Ω′ = {(h1(Y1) ∪ · · · ∪ hn(Yn)) | Yi ∈ Ω (i = 1, . . . n)}
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U Y RTd ^�o:lci�Y U a S ^m_ s Y S ^`_9Y U [ RTd [0, 1] afo b�s _ sBR _ Pn
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2
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p(AB)
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p(AB)
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www
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